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   Momento de inercia del elemento i – ésimo respecto al eje z en el par 
de entrada 
    Momento de inercia centroidal del elemento i – ésimo respecto al eje z 
   Masa del eslabón i – ésimo 
   
Masa móvil 
    
Masa móvil superior 
    
Masa móvil inferior 
   Distancia desde el centroide al par de entrada del elemento i – ésimo 
   
Energía cinética del sistema 
   Potencia motriz elemento i – ésimo 
   
Par motor eslabón de entrada 1 
   
Par motor eslabón de entrada 2 
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RESUMEN 
 
La falta de precisión en el posicionamiento, los errores acumulados y los efectos 
inerciales sobre el sistema que presentan los manipuladores tradicionales tipo 
serie en tareas y procedimientos de manipulación de objetos y descripción de 
trayectorias con respecto a los manipuladores paralelos que los hace propensos a 
presentar condiciones de baja velocidad y aceleración nos lleva a  plantear esta 
propuesta. 
El trabajo presente se centra en el análisis, diseño y construcción de un 
manipulador paralelo plano de dos grados de libertad de doble cadena cinemática 
tipo RPR. Se realizó el análisis cinemático inverso y directo así como la 
caracterización de las ecuaciones que definen posición, velocidad y aceleración 
del sistema. Se realizó el análisis del espacio de trabajo utilizando como 
parámetro fijo de diseño la longitud de los eslabones de entrada con el fin de 
determinar la distancia óptima entre las entradas de movimiento mediante la 
caracterización de curvas que delimitan dicho espacio. Estas permitieron la 
estimación del área de trabajo como un criterio para la selección de dicha 
distancia. Adicionalmente se determinaron las condiciones cinemáticas que 
caracterizan el conjunto de puntos singulares dentro del espacio de trabajo del 
manipulador.  
Con las ecuaciones obtenidas del análisis cinemático de posición, velocidad y  
aceleración así como del análisis dinámico que permitió establecer las ecuaciones 
que definen el par motor en ambas entradas, se validó el modelo teórico del 
manipulador programado en MatLab mediante una simulación del sistema en 
Working Model. 
El diseño computarizado del manipulador se realizó mediante SolidWorks, con el 
cual se definieron las dimensiones, material, disposición de los eslabones y la 
configuración del actuador final.  
Se realizó la simulación de cargas sobre un modelo simplificado del manipulador 
con el propósito de establecer los valores de esfuerzos y deformaciones sobre la 
estructura del mismo para una condición crítica de operación con la cual 
determinar la deflexión de los eslabones respecto al plano horizontal y la 
resistencia de las plataformas sobre las cuales se apoyan los servomotores 
Dynamixel AX-12A. 
Se implementó una estrategia de control estableciendo un enlace de comunicación 
entre el modelo cinemático y dinámico programado en MatLab y el controlador 
USB2Dynamixel para trazar una trayectoria definida por una función dentro del 
espacio de trabajo. Finalmente se construyó el manipulador y se realizaron las 
pruebas. 
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OBJETIVOS 
OBJETIVO GENERAL 
 
Diseñar, construir y realizar pruebas  a un manipulador paralelo de dos grados de 
libertad  RPR.  
 
OBJETIVOS ESPECIFICOS 
 
 Realizar estudios de la cinemática inversa y directa del manipulador y 
aplicar metodologías de síntesis en su diseño y construcción. 
 Realizar estudios de la dinámica del manipulador con el propósito de 
verificar su comportamiento bajo la aplicación de pares en las entradas de 
movimiento y así controlar su trayectoria. 
 Implementar un sistema de control de posición del manipulador mediante el 
análisis cinemático de posición. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
La presencia de los manipuladores es algo común en el sector industrial ya que 
generalmente se tiene la necesidad de aumentar la producción y la calidad de un 
producto, disminuir los costos para su elaboración y el esfuerzo humano requerido 
en tareas que implican repetitividad, alta precisión, manejo de cargas 
considerables o aquellas que pueden resultar monótonas o peligrosas. 
 
La utilización de mecanismos de diferentes tipos ha sido y es necesario en la 
conversión y transmisión de movimiento así como en el trazado de diferentes 
trayectorias para ejecutar tareas programadas dentro de un área de trabajo 
específica. Dentro de aquellas configuraciones mecánicas se encuentran los 
manipuladores paralelos y dentro de éstos, aquellos que poseen movimiento en 
un plano o en planos paralelos a un plano principal. Éstos a su vez ofrecen una 
nueva alternativa en la manipulación de objetos y la perspectiva se expande 
considerablemente para cubrir la continua gama de necesidades que surgen en el 
sector industrial. 
 
Este tipo de manipuladores ha adquirido durante los últimos años mayor 
importancia para la comunidad científica en la medida en que sus características y 
ventajas cinemáticas y dinámicas llegan a ser conocidas con mayor profundidad 
en relación con su precisión, robustez y capacidad de transporte de carga; 
principalmente por el auge renovado de su estudio y por las nuevas herramientas 
computacionales disponibles en el mercado que permiten un análisis cinemático y 
dinámico más completo. 
 
En el presente trabajo se realizó el diseño, la construcción y las pruebas a un 
manipulador paralelo plano de dos grados de libertad tipo RPR con el propósito de 
emplearlo como módulo para el entendimiento de procesos de movimiento de 
objetos y trazado de trayectorias en actividades que requieren el ensamble y 
embalaje de productos en procesos industriales.  
 
En su diseño se determinó el espacio de trabajo, se realizó el análisis y simulación 
de la influencia de las cargas sobre el mecanismo, así como la programación del 
control de posicionamiento a partir del análisis cinemático inverso y directo. 
 
El manipulador de estudio está compuesto por una plataforma fija y otra móvil 
enlazadas mediante dos cadenas cinemáticas idénticas tipo RPR. Las entradas de 
movimiento son dos servomotores Dynamixel que permiten el movimiento rotativo 
de los dos eslabones de entrada de configuración geométrica tipo barra. El 
actuador final está ubicado en las cercanías del par rotativo que enlaza las dos 
cadenas cinemáticas y lo conforman una configuración de dos servomotores 
Dynamixel AX-12 los cuales poseen movimiento en dos planos ortogonales. El 
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actuador a su vez, se traslada en movimiento complejo dentro de un plano 
paralelo al plano de movimiento principal impreso por las entradas de movimiento 
y se encuentra ensamblado al eslabón prismático inferior. 
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2. CONCEPTOS GENERALES 
 
2.1 HISTORIA DE LOS MECANISMOS PARALELOS 
 
Según los trabajos teóricos relacionados con mecanismos paralelos, y en 
particular con los hexápodos, lo cuales se remontan a siglos atrás, cuando 
geómetras ingleses y franceses se interesaron profundamente por los poliedros. 
Manfred Husty, fue el primero en encontrar un método analítico para calcular las 
40 soluciones para el problema de la cinemática directa de un hexápodo y Jean 
Pierre Merlet, fue el primero quien escribió un libro sobre robots paralelos. A 
finales de los 50’s Gough construyó el primer hexápodo. 
James E. Gwinnett, un gran visionario fue uno de los primeros en diseñar una 
plataforma de movimiento (ver Figura 1) sobre la que estaban colocados los 
asientos de un teatro, lo cual tenía como propósito introducir un movimiento que 
diera una apariencia más real al espectáculo. Sin embargo, no fue construida. 
 
Figura 1. Plataforma de movimiento espacial diseñada por J.E. Gwinnett en 1928  
 
(Merlet, 2002) 
 
Una década más tarde un nuevo robot paralelo fue inventado por Willard L.V. 
Pollard cuya función era realizar trabajos de pintura de forma automática. Este 
robot es conocido como el primer diseño de robot paralelo industrial. Esta 
ingeniosa invención representa un robot paralelo de cinco grados de libertad 
bifurcado en tres. En este, tres brazos cercanos son accionados por motores 
rotatorios fijos a la base, y tres brazos distantes son unidos a los tres brazos 
cercanos mediante uniones universales. Dos de los brazos distantes son unidos al 
tercero mediante pares de revolución, mientras la cabeza del instrumento es 
conectada al tercer brazo distante por medio de una junta universal. Por tanto, los 
tres motores determinan la posición de la cabeza del instrumento en tanto que su 
orientación es controlada por dos motores adicionales fijos en la base y la 
transmisión del movimiento de la cabeza por cables rotarios flexibles. Este robot 
fue diseñado para pintar por rocío. Sin embargo,  no fue construido. 
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El 29 de octubre de 1934, Willard L.G. Pollard Jr. archivó una patente para 
máquina de rocío de pintura. La patente consistió en dos partes. Primero un 
sistema de control eléctrico y segundo un manipulador mecánico. El sistema de 
control consistió básicamente en láminas perforadas, en la cual la densidad de los 
agujeros era directamente proporcional a la velocidad de cada motor. Por otro lado, 
el manipulador mecánico es un manipulador paralelo basado en un pantógrafo 
accionado por dos motores rotativos fijos en la base. 
En 1947 V.E Gough diseñó un robot paralelo, (ver Figura 2), con seis actuadores 
lineales las cuales formaban una estructura octaédrica. Este robot de seis grados 
de libertad fue utilizado en la empresa Dunlop para el ensayo de neumáticos en 
aplicaciones aeronáuticas, el cual simulaba condiciones de aterrizaje.  
Su innovador diseño consistió en el arreglo de los seis actuadores lineales. Ya que 
fueron necesarios rangos relativamente grandes de movimiento, se seleccionó un 
arreglo simétrico octaédrico. La máquina fue construida a principios de 1950 y fue 
completamente operacional en 1954. Aunque el diseño contemplaba el uso de 
juntas universales comunes en la plataforma móvil base, los actuadores en 
definitiva fueron conectados separadamente. Una segunda estructura de 
hexápodo montada debajo de la plataforma móvil incorporó las celdas de carga 
(Merlet, 2002). 
 
Figura 2. Robot con configuración de hexápodo octaédrico diseñado por V.E. 
Gough para simulación en aplicaciones aeronáuticas  
 
(Merlet, 2002) 
 
En 1962 el ingeniero estadounidense Klaus Cappel, quien trabajaba en el instituto 
Franklin (Laboratorios de investigaciones de Filadelfia) mejoró un sistema de 
vibración convencional existente de seis grados de libertad basado en un  
hexápodo. El MAST (Multi-Axis Simulation Table) no poseía tres actuadores 
horizontales sino cuatro en un arreglo cíclico que tenía como finalidad, la 
reducción de las masas de reacción horizontales requeridas. Como las fuerzas 
contrarias resultantes generaban la fractura de la mesa base, la compleja 
configuración de siete eslabones de difícil control fue modificada por el arreglo 
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octaédrico propuesto por Gough. Este robot fue utilizado como simulador de vuelo 
de helicópteros (ver Figura 3). (Merlet, 2002) 
 
Figura 3. A la izquierda el primer simulador de vuelo diseñado por Cappel, y a la 
derecha una demostración realizada por K. Cappel a la dirección del Instituto 
Franklin 
 
(Merlet, 2002) 
 
2.2 CARACTERÍSTICAS  GENERALES DE LOS MANIPULADORES 
 
En los últimos tiempos a razón de una necesidad de adaptar la producción a la 
demanda de un mercado en constante fluctuación se ha ido presentando una 
transición de un sistema de automatización fijo a un sistema de automatización 
flexible el cual puede ser programable y con gran capacidad de adaptación a 
condiciones específicas cambiantes. De este cambio surge lo que hoy conocemos 
como robots manipuladores. 
Un manipulador es un dispositivo robótico formado por una serie de eslabones 
rígidos unidos entre sí por un conjunto de pares o juntas cinemáticas. Uno de los 
eslabones que conforman el sistema es un eslabón fijo, el cual determina la base 
del mismo mientras que otro eslabón está destinado para actuar con el medio.  
 
2.2.1 Categorías de control  
 
2.2.1.1 Generación de trayectoria y seguimiento 
 
Existen dos aspectos importantes en la generación de movimiento de los robots 
industriales. La primera, es la extensión de la manipulación que podría ser 
programada y la segunda, es la capacidad para ejecutar los movimientos 
programados. Cada controlador mediante sus sistemas operativos, transforma 
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información digital de coordenadas de orden superior en movimientos controlados 
de los elementos móviles por razón de una alta precisión computacional y una 
elevada velocidad de comunicación de los movimientos individuales descritos en 
los ejes coordenados y ejecutados por pares y servos independientes. La mayoría 
de controladores robóticos comerciales de movimiento en tiempo real utilizan el 
clásico control PID (Proporcional-Integral-derivativo), el cual los hace aptos para 
describir movimientos punto por punto aunque una gran parte no puedan describir 
trayectorias bajo una relación posición/velocidad constante durante el recorrido 
programado o ejercer fuerzas prescritas sin un esfuerzo de programación 
considerable. 
 
2.2.1.2 Integración y secuencia de movimiento/proceso 
 
Esta involucra el movimiento coordinado del manipulador en relación a una serie 
de señales captadas por un sensor u otro dispositivo de control durante la 
ejecución de tareas programadas. El proceso de control más primitivo es mediante 
la entrada y salida digital de información en el que un sensor envía una señal a un 
controlador. 
Para este proceso se discierne el tipo de acción y los parámetros de operación 
bajo los cuales debe ejecutarse una tarea específica, con el fin de obtener 
resultados esperados. (Merlet, 2002) 
 
2.2.1.3 Integración humana 
 
La mayoría de controladores poseen dos tipos de interfaz humano-máquina 
disponibles: Un teclado para la escritura de código computacional fuera de línea y 
terminales portables de ejecución manual usados para dirigir el movimiento de 
manera inalámbrica por la pulsación de ciertos comandos. (Merlet, 2002) 
 
2.2.2 Destreza y manipulabilidad     
 
El término destreza se encuentra relacionado estrechamente con el concepto de 
isotropicidad, el cual hace referencia a la capacidad del manipulador de ofrecer las 
mismas prestaciones en cualquiera de las direcciones de movimiento. 
Por otro lado, la manipulabilidad hace referencia a la capacidad del manipulador 
de desplazar o manipular un objeto de un lugar a otro empleando para ello la 
mínima cantidad de energía posible. Esta característica viene definida por el 
volumen del elipsoide de velocidad el cual representa la salida que el manipulador 
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sería capaz de ofrecer una vez recibe como entrada una combinación de 
movimiento de los actuadores. (Merlet, 2002) 
 
2.3 CARACTERIZACIÓN DE LOS MANIPULADORES PLANOS  
 
2.3.1 Definiciones  
 
Por robot se entiende, según RIA (Robotic Industry Association) un manipulador 
multifuncional reprogramable, capaz de mover objetos, herramientas, piezas o 
dispositivos especiales según trayectorias variables programadas para realizar 
tareas diversas.  
Una definición ligeramente diferente de robot referida por Organización 
Internacional de estándares (ISO) establece que es un manipulador multifuncional 
reprogramable con varios grados de libertad, capaz de manipular materias, piezas, 
herramientas o dispositivos especiales según trayectorias variables programadas 
para realizar tareas diversas. 
Una definición más completa es planteada por la Asociación Francesa de 
Normalización (AFNOR) la cual establece que un robot es un manipulador 
automático servo-controlado, reprogramable, polivalente, capaz de posicionar y 
orientar piezas, útiles o dispositivos especiales, siguiendo trayectoria variables 
reprogramables, para la ejecución de tareas variadas. Normalmente tiene la forma 
de uno o varios brazos terminados en una muñeca. Su unidad de control incluye 
un dispositivo de memoria y ocasionalmente de percepción del entorno. 
Normalmente su uso es el de realizar una tarea de manera cíclica, pudiéndose 
adaptar a otra sin cambios permanentes en su geometría. 
Finalmente se presenta la definición de robot que se tiene por parte de la 
Federación Internacional de robótica (IFR) la cual establece que un robot industrial 
es una máquina de manipulación automática, reprogramable y multi-funcional con 
3 o más ejes que pueden posicionar y orientar materias, piezas, herramientas o 
dispositivos especiales para la ejecución de trabajos diversos en las diferentes 
etapas de la producción industrial, ya sea en una posición fija o en movimiento. 
De las definiciones anteriormente expuestas se establece que un manipulador 
paralelo es un mecanismo compuesto por un actuador y múltiples cadenas 
cinemáticas unidas entre sí a una base fija (bastidor/marco de referencia inercial) 
en el que las condiciones de velocidad y aceleración son iguales a cero. (Merlet, 
2002) 
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2.3.2 Clasificación de los manipuladores  
 
Cuando los eslabones y juntas son unidos sucesivamente desde la base al 
actuador se establece una cadena cinemática abierta o en serie por lo que sólo 
una cadena cinemática independiente une la base al actuador, en tanto que si el 
actuador se encuentra acoplado a la base por dos a más cadenas cinemáticas 
independientes entonces, se presenta un manipulador paralelo o cadena 
cinemática cerrada. 
La mayoría de sistemas de automatización y movimiento presentes en la industria 
están conformados por manipuladores serie, en parte debido a su facilidad de 
análisis y diseño. Los manipuladores paralelos poseen cadenas cinemáticas 
cerradas, mayor carga útil que requieren, altos valores de aceleración generada 
en un espacio de trabajo reducido. Sin embargo, progresivamente, mayores 
demandas en alta velocidad, aceleración y exactitud son requeridas en la industria 
para aplicaciones especializadas, por lo que el desarrollo de dispositivos de estas 
características no sólo cubriría las capacidades cinemáticas que los 
manipuladores tipo serie no poseen, sino que adicionalmente permitiría cubrir las 
necesidades actualmente solicitadas.  
A continuación, en la Figura 4 y la Figura 5 se muestran esquemas de un 
manipulador tipo serie y un manipulador paralelo plano respectivamente. 
 
Figura 4. Manipulador tipo serie de 6 grados de libertad  
 
 
(Angeles, 2003) 
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Figura 5. Manipulador paralelo plano de 3 grados de libertad  
 
(Angeles, 2003) 
 
Una comparación de las características que cada uno de estos manipuladores 
posee se presenta en (ver Tabla 1), en la que se establece las ventajas y 
desventajas de uno respecto del otro. 
 
Tabla 1. Comparativo entre manipuladores tipo serie y tipo paralelo  
Manipulador paralelo Manipulador serie 
Arquitectura de mayor rigidez Baja rigidez estructural 
Estructura más liviana Estructura más robusta 
Alta relación carga/peso Baja relación carga/peso 
Alta precisión Baja precisión 
Bajas velocidades y aceleraciones Mejor respuesta dinámica 
Cinemática compleja Cinemática simple 
Error (medio) Espacio de trabajo reducido 
Control simple Control complejo 
Calibración resuelta Calibración compleja 
Puntos singulares en modelo inverso Puntos singulares complejos 
 
(Salgado, 2008) 
 
Un manipulador paralelo posee múltiples cadenas cinemáticas las cuales 
conectan una base fija a una base móvil. Un manipulador típico paralelo consiste 
en una serie de sub cadenas en serie unidas a los diferentes puntos de una base 
de movimiento común o a un actuador final. Cuando las uniones de las diferentes 
Diseño, Construcción y Pruebas de Manipulador Plano de Dos Grados de Libertad Tipo RPR 
10 
 
cadenas entran en funcionamiento, las fuerzas resultantes generadas sobre la 
base móvil actúan en paralelo controlando los movimientos del manipulador de 
manera coordinada, por lo cual, la carga es repartida entre los diferentes puntos 
de las diferentes cadenas lo que optimiza la capacidad de distribución de carga útil 
a través de los elementos móviles. 
El manipulador paralelo posee alta rigidez estructural y capacidad de carga, 
además posee alta precisión de posicionamiento debido a que los errores 
generados se promedian en función de la arquitectura en paralelo. Aunque 
múltiples cadenas cinemáticas limitan el espacio de trabajo, este tipo de 
manipuladores posee características importantes en relación a la inercia. 
Un manipulador paralelo plano es un manipulador paralelo en el cual los centros 
de gravedad de los eslabones que conforman las diferentes cadenas cinemáticas 
unidas se yacen en el mismo plano de movimiento del actuador final o en planos 
paralelos a éste. 
 
2.4 CONFIGURACIÓN ESTRUCTURAL DE LOS MANIPULADORES 
PLANOS  
 
2.4.1 Tipos de movimiento 
 
Un cuerpo que posee un centro de rotación que no tiene movimiento con respecto 
a un marco de referencia se dice que posee movimiento de “rotación pura”. Todos 
los demás puntos de este, describen arcos alrededor del centro. Una línea de 
referencia trazada en el cuerpo a través del centro cambia su orientación angular.  
 
Todos los puntos de un cuerpo en “traslación pura” describen trayectorias 
paralelas (curvilíneas o rectilíneas). Una línea de referencia trazada en el cuerpo 
cambia su posición lineal pero no su orientación angular.  
 
Un cuerpo que posee movimiento complejo o curvilíneo presenta una combinación 
simultánea de rotación y traslación. Cualquier línea de referencia trazada en el 
cuerpo cambiará tanto su posición lineal como su orientación angular. Los puntos 
en el cuerpo recorrerán trayectorias no paralelas, y habrá en todo instante un 
centro de rotación, el cuál cambiará su  ubicación continuamente (ver Figura 6). 
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Figura 6. Tipos de movimiento 
  
(a) Movimiento rotacional (b) Movimiento curvilíneo 
  
 
(c) Movimiento traslacional 
 
2.4.2 Tipo de eslabones planos, juntas y cadenas cinemáticas 
 
Los eslabonamientos son los bloques de construcción básicos de todos los 
mecanismos los cuales se componen de eslabones y juntas. Un eslabón es un 
cuerpo rígido (supuesto) que posee al menos dos nodos o puntos de unión con 
otros eslabones. Estos se clasifican en eslabones binarios, ternarios y 
cuaternarios, los cuales poseen dos, tres y cuatro nodos respectivamente. En la 
Figura 7 se muestra un esquema en el que se representa la clasificación de los 
eslabones de acuerdo al número de nodos que posee. 
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Figura 7. Tipos de eslabones según el número de nodos 
 
  
a) Eslabón binario b) Eslabón ternario c) Eslabón cuaternario 
 
 
Una junta, por otra parte, es la conexión entre dos o más eslabones en sus nodos, 
la cual permite un movimiento relativo, o movimiento potencial entre los eslabones 
conectados. Estás también llamadas pares cinemáticos pueden clasificarse según: 
 
 
1) Tipo de contacto entre elementos: Línea / punto / superficie. 
 
2) Número de grados de libertad permitidos: Uno / dos / tres (ver Figura 8) 
 
 
Figura 8. Tipo de juntas según el número de grados de libertad [4] 
a) Junta revoluta / 1 GDL b) Junta prismática / 1 GDL 
  
  
c) Junta helicoidal / 1 GDL d) Junta cilíndrica / 2 GDL 
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e) Junta esférica / 3 GDL f) Junta plana / 3 GDL 
 
 
 
(Norton, 2009) 
 
 
 
3) Tipo de cierre físico: De forma / de fuerza (ver Figura 9) 
 
 
Figura 9. Tipo de juntas según el cierre físico [4] 
a) De forma 
 
 
b) De fuerza 
 
 
(Norton, 2009) 
 
4) Número de eslabones unidos: Uno / dos / tres (ver Figura 10) 
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Figura 10. Tipo de eslabones según el número de eslabones unidos 
a) Dos eslabones b) Tres eslabones 
 
 
(Norton, 2009) 
 
Para aquellas juntas con contacto superficial, Reuleaux acuñó el término “par 
inferior”, asimismo, para juntas con contacto lineal o puntual el término “par 
superior”. Los pares inferiores con respecto a los pares superiores poseen la 
ventaja práctica de una mayor capacidad para retener el lubricante de sus 
superficies envolventes. Las anteriores figuras muestran los tipos de pares 
inferiores existentes. (Norton, 2009) 
 
La unión de un conjunto de eslabones mediante pares cinemáticos forma lo que 
se conoce como cadena cinemática, la cual se define como un ensamble de juntas 
y eslabones interconectados los cuales producen un movimiento controlado en 
respuesta a un movimiento suministrado. (Norton, 2009) 
 
2.4.3 Subgrupos generadores de desplazamientos 
 
Dentro del grupo general     con un número de grado de libertad        se 
definen los siguientes subgrupos, (Salgado, 2008): 
              Representado mediante un par rígido que conecta dos sólidos 
y no permite movimiento relativo entre ambos. 
               Representado por un movimiento de traslación en la 
dirección constante definida por el vector unitario  . Físicamente se 
representa mediante un par prismático. 
                  Representado por un desplazamiento de rotación 
alrededor de un eje con vector director  ̅ . Físicamente se representa 
mediante un par rotacional. 
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                    Representado mediante un desplazamiento de 
rotación puro y una traslación a lo largo del eje de rotación. Físicamente se 
representa mediante un par helicoidal. 
 {    }          Representado por dos desplazamientos de traslación en 
direcciones  ̅ y  ̅ linealmente independientes. 
               Representado por un desplazamiento de rotación a lo largo 
de un eje y en una traslación en la dirección definida por el vector unitario  ̅. 
Físicamente se representa mediante un par cilíndrico. 
               Representado por tres desplazamientos de traslación en 
direcciones  ̅,  ̅  y  ̅ ortogonales linealmente independientes. 
 {    }          Representado por dos desplazamientos de traslación en 
direcciones  ̅ y  ̅ linealmente independientes y una rotación a lo largo de 
un eje ortogonal a  ̅ y  ̅  Físicamente se representa mediante un par plano. 
               Representado por tres desplazamientos de rotación en 
direcciones linealmente independientes alrededor del punto  . Físicamente 
se representa mediante una rótula o par esférico. 
 {   }          Representado por dos desplazamientos de traslación 
linealmente independientes en direcciones ortogonales a   ̅  y un 
desplazamiento helicoidal en la dirección de   ̅ de paso  . 
               Representado por tres desplazamientos de traslación en 
direcciones linealmente independientes y un desplazamiento de rotación 
alrededor de una dirección fija  . Subgrupo de Schönflies.  
              Cada elemento del subgrupo queda caracterizado por tres 
desplazamientos de traslación y tres debidos a rotación e independientes 
entre sí.  
 
2.4.4 Cadenas cinemáticas 
 
Los desplazamientos de los subgrupos      y         son generados por cadenas 
cinemáticas llamadas “Grupos generadores de movimiento”. Estos generadores 
de movimiento juegan un papel importante en las posibilidades estructurales y 
cinemáticas de los robots paralelos planos. 
Los generadores de movimiento en el plano pueden clasificarse en cuatro tipos: 
RRP, RPR, PRR y RRR, (ver Figura 11). El grupo RRP está constituido por una 
junta de revolución, seguida de una junta de revolución y ésta a su vez seguida de 
una unión prismática. El grupo RPR está constituido por una junta de revolución 
seguida de una junta prismática y luego nuevamente por una junta de revolución. 
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El grupo PRR está compuesto por una junta prismática seguida de una junta de 
revolución y a su vez por otra junta de revolución. Finalmente el grupo RRR está 
constituido por dos eslabones binarios unidos por una junta de revolución.  
 
Figura 11. Grupos generadores de movimiento 
  
a) Cadena cinemática RRR b) Cadena cinemática RPR 
 
 
c) Cadena cinemática PRR d) Cadena cinemática RRP 
 
2.4.5 Movilidad 
 
La movilidad de un sistema mecánico se puede clasificar de acuerdo con los 
grados de libertad que posee. Los grados de libertad del sistema se definen como 
el número de parámetros, mediciones o entradas que es necesario proporcionar 
para generar una salida predecible la cual permita definir de manera única su 
posición en el espacio en cualquier instante de tiempo. El número de grados de 
libertad depende del número de eslabones y el tipo de juntas presentes en el 
sistema. 
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La movilidad de un mecanismo en el plano se encuentra caracterizada por la 
ecuación de Gruebler modificada posteriormente por Kutzbach, la cual se presenta 
a continuación (Norton, 2009):  
 
 
             ∑      
 
   
 
  
(1) 
Se debe resaltar que la ecuación (1) no contiene información sobre las 
características geométricas de los eslabones sino únicamente de la cantidad que 
hace posible la formación de las cadenas dentro del mecanismo. 
 
 
2.4.6 Mecanismos y estructuras 
 
Existen sólo tres posibilidades estructurales al momento de calcular los grados de 
libertad de un sistema de eslabones en el plano mediante la ecuación de Gruebler. 
Si el cálculo de los grados de libertad del sistema es positivo, el sistema es un 
mecanismo, si es negativo una estructura y si en su defecto es negativo, significa 
que el sistema no posee movilidad y se encuentra precargado por lo que 
presentará esfuerzos iniciales en el momento del ensamble (ver Figura 12). 
 
 
Figura 12. Diagramas esquemáticos según los grados de libertad en el ensamble 
de eslabones 
 
a) Mecanismo 
       
b) Estructura 
      
c) Estructura 
precargada 
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2.5 SÍNTESIS DE NÚMERO 
 
2.5.1 Principios básicos de la síntesis 
 
Los principios básicos para la síntesis de robots paralelos basados en teoría de 
conjunto son los siguientes, (Norton, 2009): 
1. Determinar que subconjunto del actuador final debería poseer los grados de 
libertad deseados. 
2. Determinar todos los posibles subconjuntos a los cuales las diferentes 
cadenas cinemáticas que constituyen los eslabones del robot, podrán 
pertenecer a la intersección de estos subconjuntos que pertenecen al 
subconjunto del actuador. 
3. Determinar todos los generadores de movimiento de los subconjuntos ya 
que estos constituirán las cadenas cinemáticas del robot. 
 
2.5.2 Características de la síntesis de número 
 
La síntesis de número es una metodología aplicada en un intento por generar 
todas aquellas estructuras que poseen una configuración y funcionamiento 
cinemático deseado. A diferencia de los robots tipo serie, los cuales poseen un 
número limitado de posibles configuraciones estructurales, los robots paralelos 
poseen una gran variedad de posibles configuraciones y combinaciones. 
La enumeración de todas las posibles estructuras teniendo un número dado de 
grados de libertad puede llevarse a cabo considerando que sólo se presenta un 
conjunto finito de posibles pares cinemáticos y por tanto una basta, pero finita 
serie de posibles combinaciones estructurales. Sin embargo, la manipulación de la 
combinación de pares cinemáticos yace en un formalismo que permite determinar 
automáticamente el número de grados de libertad  de la estructura. Freudenstein 
fue el primero en proponer el uso de la teoría gráfica para tal propósito.  
A continuación, se presentan las expresiones que hacen posible establecer el 
número posible de configuraciones del manipulador dado un grado de movilidad 
específico, (Norton, 2009). 
El número total de eslabones en un mecanismo está determinado por la siguiente 
expresión: 
 
                            (2) 
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Puesto que se requieren dos nodos de eslabón para formar una junta   se tiene: 
 
 
   
   
 
 (3) 
 
 
donde: 
 
     Orden de eslabón * Número de eslabones de ese grado (4) 
 
 
Por tanto, de la ecuación (4) se tiene: 
 
 
                                  (5) 
 
 
Sustituyendo la ecuación (5) en la ecuación (2) se tiene: 
 
 
   (
                             
 
) (6) 
 
 
Reemplazando en la ecuación de movilidad de Gruebler (1) se tiene: 
 
 
                              
 
  (
                             
 
) (7) 
 
 
 
 
                           
(8) 
 
Reescribiendo la ecuación de Gruebler para hallar el número de juntas en función 
del número de eslabones y grados de libertad se tiene: 
 
 
 
  
 
 
        
    
 
 
(9) 
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Igualando la ecuación (6) y (9) se tiene: 
 
 
 
                                       
(10) 
 
 
Inicialmente la descripción gráfica fue utilizada como una simple representación de 
un mecanismo, pero trabajos posteriores mostraron que la teoría gráfica era una 
poderosa herramienta para manipular aquellos esquemas, especialmente a nivel 
computacional.  
Debido a las deficiencias de los robots tipo serie, a través del tiempo los 
investigadores han tratado de desarrollar nuevas estructuras robóticas con el fin 
de suprimirlas, para ello han ido perfeccionando una serie de teorías las cuales 
permitan establecer las posibilidades estructurales de los mecanismos con 
características y grados de libertad específicos. 
 
2.5.3 Isómeros 
 
La palabra isómero se deriva del griego y significa “de partes iguales”. Los 
isómeros de eslabonamiento son análogos a los compuestos químicos orgánicos 
o poliméricos en la que los eslabones, al igual que los átomos tienen múltiples 
nodos o electrones disponibles para conectarse a otros nodos o eslabones. Según 
las conexiones particulares de los eslabones disponibles el ensamble tendrá 
diferentes propiedades de movimiento. (Merlet, 2002) 
 
A continuación, en la Figura 13 se presentan los isómeros para mecanismos de un 
grado de libertad, de 4 y 6 eslabones respectivamente. 
 
Figura 13. Isómeros característicos de 4 y 6 eslabones con un grado de libertad 
 
a) Isómero 4 barras b) Isómero 6 eslabones 
de Stephenson 
c) Isómero 6 eslabones 
de Watt 
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2.6 APLICACIONES DE LOS MANIPULADORES PLANOS 
 
2.6.1 Aplicaciones espaciales 
 
Se han propuesto diversos mecanismos planos para dispositivos espaciales desde 
el inicio de la carrera espacial en el siglo XX. Inicialmente se había estudiado 
como una solución para el sistema de aterrizaje del módulo lunar. Más tarde un 
robot paralelo fue diseñado para simular el comportamiento de un robot tipo serie 
en el estudio de los impactos entre un objeto libre en el espacio y una estructura, 
además del diseño de diversos dispositivos en la instrumentación de los satélites, 
así como mecanismos para la alineación de los lentes en telescopios, (ver Figura 
14). También se diseñaron estructuras paralelas como sistemas para el control de 
la orientación de antenas de comunicación. (Merlet, 2002) 
 
Figura 14. Hexápodo utilizado para alineamiento del lente secundario. A la 
izquierda telescopio infrarrojo del Reino Unido. A la derecha telescopio Nacional 
Galileo 
 
(Merlet, 2002) 
 
Las estructuras de configuración paralela son idóneas para la eliminación o 
disminución progresiva de las vibraciones. Estructuras de éste tipo pueden 
observarse en la Figura 15. 
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Figura 15. Aislador de vibraciones PH1 y PHEX1 de CSA [1] 
 
(Merlet, 2002) 
 
2.6.2 Aplicaciones médicas 
 
No muchos de los dispositivos para laboratorio han encontrado su camino en el 
campo de la medicina, tanto para los manipuladores tipo serie como para los 
paralelos. Actualmente se han estado desarrollando e implementando robots para 
ser usados como instrumentos de tipo quirúrgico en intervenciones  de alta 
complejidad como se observa en la Figura 16 y la Figura 17. 
Debido a la ventaja estructural que poseen los manipuladores planos al ser menos 
sensibles al escalamiento del efecto de inercia son ideales para la fabricación de 
micro robots con los que se desea realizar operaciones menos invasivas y 
riesgosas. También estas estructuras paralelas son utilizadas para alcanzar una 
mejor compresión de la cinemática de las articulaciones del cuerpo humano, 
permitiendo fabricar remplazos óseos por razón de deformaciones y accidentes [1]. 
 
Figura 16. A la izquierda está el ISIS usando un robot delta como base para un 
microscopio. A la derecha está el CMU MBARS (Mini Bone-Attached Robotic 
System)  
 
(Merlet, 2002) 
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Figura 17. Robot para cirugía espinal MARS/ SpineAssit [1] 
 
(Merlet, 2002) 
 
2.6.3 Aplicaciones industriales  
 
Históricamente, los robots paralelos fueron inicialmente diseñados para tareas de 
ensamblaje, el cual se reconoce como el campo a nivel industrial de mayor 
aplicación para estas estructuras. Una de las aplicaciones con mayor impacto a 
nivel económico es en el campo de las máquinas-herramientas. La primera 
máquina de fresado fue presentada por The Giddings & Levis Company en la 
exhibición de máquinas-herramientas IMTS de Chicago en 1944 bajo el nombre 
de Variax. Esta estaba basada en el principio de la plataforma de Gough (ver 
Figura 18). (Merlet, 2002) 
 
Figura 18. El variax de Gidding & Lewis, el primer robot paralelo de fresado 
presentado en 1944 en el IMTS [1] 
 
(Merlet, 2002) 
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El uso potencial de las estructuras paralelas en el campo de las máquinas-
herramienta ha motivado un gran esfuerzo de investigación, principalmente en lo 
referente a los componentes mecánicos, control de vibraciones y en la síntesis de 
estructuras con menos de seis grados de libertad. 
Entre las máquinas que poseen cinco grados de libertad está el P800/P2000 de 
Metrom (ver Figura 19), el hexápodo octaédrico de Ingersoll, el Mikromat 6X (ver 
Figura 20), el CMW 380 y el hexápodo DR-Mader, (ver Figura 21). (Merlet, 2002) 
 
Figura 19. La máquina-herramienta de 5 grados de libertad P800. La cabeza del 
mecanismo con 3 eslabones acoplados a juntas de tipo revoluta que comparten el 
mismo eje lo cual le permite el uso de 5 eslabones únicamente. 
 
 
(Merlet, 2002) 
 
Figura 20. Hexápodo octaédrico de Ingersoll  
 
(Merlet, 2002) 
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Figura 21. A la izquierda, el CMW 380. A la derecha, el DR-Mader  
 
(Merlet, 2002) 
 
Ha de notarse, que es en el campo de las máquinas herramienta donde el mayor 
número de configuraciones para el acople de un punto a la base de una 
plataforma han sido investigadas. Sin embargo robots paralelos en el campo de la 
manipulación de objetos, la aplicación de soldadura de punto en la industria 
automotriz, dispositivos de medición de vibraciones y el empaque de productos 
han sido igualmente diseñados y construidos. El Delta robot (ver Figura 22), por 
ejemplo, utilizado en el embalaje de productos cuya alta razón de transferencia y 
precisión lo ha hecho ideal en la manipulación de objetos frágiles como los tubos 
de muestra de material biológico y los productos elaborados en la industria de 
alimentos. 
 
Figura 22. Robot Delta  
 
(Angeles, 2003) 
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Actualmente una de las aplicaciones más versátiles y de mayor acogida para los 
manipuladores paralelos tiene cabida en el desarrollo y estudio de simuladores y 
módulos de entrenamiento diversos para diferentes tipos de vehículos como 
puede verse en la Figura 23, en donde se utiliza una plataforma accionada por un 
robot paralelo para simular el movimiento de la cabina de un Airbus A340 según 
un régimen de vuelo. (Merlet, 2002)  
 
Figura 23. Simulador cabina de Airbus A340 
 
 
(Merlet, 2002) 
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3. DISEÑO DEL MANIPULADOR 
 
3.1 ANÁLISIS MEDIANTE SÍNTESIS DE NÚMERO Y ESPECIFICACIONES 
DE DISEÑO 
 
3.1.1 Consideraciones generales de diseño  
 
Las consideraciones de diseño generalmente están referidas a las características 
que poseen una influencia directa sobre el sistema en su totalidad. Algunas de las 
más importantes son: 
 
 Funcionabilidad  Tamaño 
 Esfuerzos/Resistencia  Control 
 Confiabilidad  Desgaste 
 Peso  Costo 
 Material  Volumen 
 Lubricación  Mantenimiento 
 
3.1.2 Fases de diseño del manipulador 
 
Las fases correspondientes a la consecución del diseño del manipulador son 
(Salgado, 2008): 
 
1. Definir las especificaciones de diseño que se ajusten a los requerimientos 
exigidos por la aplicación. 
2. Realizar la síntesis morfológica con el propósito de determinar el número y 
tipo de eslabones, pares cinemáticos y cadenas cinemáticas que componen 
el mecanismo principal. Esta fase presenta las siguientes sub-fases: 
a. Determinar las diferentes cadenas cinemáticas que pueden 
emplearse para generar determinados movimientos del actuador 
final. 
b. Obtener las posibles configuraciones de mecanismos que son 
factibles para la generación de los movimientos requeridos por la 
aplicación. 
c. Seleccionar dentro de las configuraciones planteadas la alternativa 
que ofrezca mejores características de destreza y manipulación, 
teniendo en cuenta aspectos como la facilidad de fabricación y 
montaje, condiciones de baja inercia, alta rigidez, desgaste mínimo 
de los componentes y bajo costo. 
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3. Determinar las características geométricas y estructurales, así como los 
materiales de los elementos que componen el mecanismo. 
4. Determinar las características cinemáticas y dinámicas, el espacio de 
trabajo, los tipos de movimientos de los eslabones, las velocidades y 
aceleraciones, la rigidez, la capacidad de carga y su precisión. 
5. Realizar la síntesis dimensional donde se definan las dimensiones de la 
geometría esencial mediante un proceso de optimización que permita 
obtener los mejores valores de acuerdo con los requisitos exigidos, como 
es la maximización del espacio de trabajo y la disminución de los puntos 
singulares. 
6. Determinar las posiciones del mecanismo que generan interferencias entre 
los elementos. 
7. Realizar un análisis estático de esfuerzos y deformaciones así como un 
análisis dinámico y vibratorio. Está fase presenta las siguientes sub-fases: 
a. Realizar dimensionamiento inicial. 
b. Ajustar las dimensiones secundarias. 
c. Resolver el problema dinámico inverso con el cual es posible  
establecer la dimensión de los accionamientos, elementos y juntas 
mecánicas. 
8. Construir el programa de control de posición basado en el análisis 
cinemático directo e inverso. 
 
3.1.3 Síntesis de número 
 
Mediante la síntesis de número es posible encontrar la cantidad de isómeros o 
configuraciones estructurales que cumplen con los parámetros de diseño 
establecidos y de éstos elegir aquel que cumpla con los requerimientos que más 
se ajuste a las condiciones exigidas por la aplicación 
 
De acuerdo con las especificaciones de diseño deseadas, el manipulador estará 
conformado por eslabones únicamente binarios. Por tanto, las posibles 
configuraciones serán aquellos isómeros formados por las combinaciones de 
eslabones binarios de tipo prismático y de geometría de barra que en su conjunto, 
forman un mecanismo de dos grados de libertad. Se descartarán en primera 
instancia aquellos isómeros que posean eslabones de un orden superior a 2 como 
los eslabones ternarios y cuaternarios. 
 
Reemplazando para                          y       en la ecuación (9) se 
tiene: 
  (11) 
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Siendo: 
 
 
           
(12) 
 
 
Igualando la ecuación (11) y la ecuación (12) se tiene:  
 
 
 
      
(13) 
 
 
El resultado en la ecuación (13) manifiesta que el manipulador estará conformado 
por 5 eslabones binarios. 
 
En la Figura 24 se muestran las posibles configuraciones de diseño que resultan 
para un mecanismo de dos grados de libertad  con un número de eslabones 
binarios igual a cinco empleando la unión de dos cadenas cinemáticas de 
diferentes tipos. 
 
Figura 24. Configuraciones estructurales de diseño 
  
(a) 2 cadenas cinemáticas 
RRR 
(b) 2 cadenas cinemáticas PRR 
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(c) 2 cadenas cinemáticas 
RPR 
(d) 2 cadenas cinemáticas RPR 
 
 
Se determina la configuración estructural óptima para iniciar el diseño del 
manipulador realizando una elección entre las posibles estructuras mecánicas que 
se observan en la Figura 24. Se construye para ello una matriz de decisión, la cual 
se muestra en la Tabla  que se presenta a continuación: 
 
Tabla 2. Matriz de decisión de posibles configuraciones estructurales 
 Desempeño Costo Movilidad Confiabilidad Rango 
Factor de 
ponderación 
0,3 0,25 0,25 0,2 1 
a 7 2,1 8 2 7 1,75 8 1,6 7,45 
b 6 1,8 6 1,5 7 1,75 7 1,4 6,45 
c 8 2,4 8 2 9 2,25 8 1,6 8,25 
d 6 1,8 7 1,75 8 2 7 1,4 6,95 
 
De los resultados obtenidos en la Tabla 2 se establece la opción c, como la opción 
óptima que cumple aproximadamente con los requerimientos y necesidades de 
diseño. Esta configuración presenta ventajas de  constructivas, de montaje y 
espacio de trabajo en comparación con las demás configuraciones. 
 
3.1.4 Especificaciones de diseño  
 
 Se requiere un manipulador de cuatro eslabones, de fácil montaje, bajo 
costo y baja inercia. Adicionalmente se busca una configuración innovadora 
la cual permita la visualización de un sistema de automatización real que 
implique movimiento de objetos y trazado de trayectorias dentro de un 
espacio de trabajo delimitado. 
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 El diseño y construcción del manipulador se hará bajo la condición principal 
de movilidad       , un número de eslabones binarios móviles       y 
una arquitectura como se observa en la Figura 24 (c), la cual está 
compuesta por el enlace de dos cadenas cinemáticas tipo RPR. Esta 
configuración facilita el desarrollo de un mecanismo compacto, con un 
número mínimo partes y mínima probabilidad de interferencia entre 
eslabones.  
 
 Las entradas de movimiento ubicadas en los pares unidos directamente al 
bastidor y separados entre sí por una distancia fija    serán 2 servomotores 
Dynamixel AX-12A (ver Anexo 5). 
 
 El actuador final tendrá movimiento condicionado a la traslación de los 
eslabones prismáticos que se encuentran enlazados por un par rotativo 
formado por la unión de 2 rodamientos de bolas mediante un buje de 
bronce; los cuales se desplazan con movimiento traslacional sobre los 
eslabones de entrada.  
 
 Los eslabones de entrada poseen una configuración tipo barra de sección 
transversal circular hueca y una longitud    0,5 m sobre los que se 
desplazan los eslabones prismáticos mediante rodamientos lineales Ref: 
KH1630 (ver Anexo 6). Serán fabricados en aluminio. 
 
 El actuador final lo conformará la unión de 2 servomotores Dynamixel AX-
12A (ver Anexo 10). 
 
 El manipulador se diseñará para transportar una carga < 100 g, el cual es 
un valor límite de desempeño y surge de establecer la masa móvil adicional 
en el par E, representada por la masa del objeto sujeto por el actuador final 
y el cual puede transportarse de un punto coordenado a otro dentro del 
área de trabajo sin que se superen los valores de par motor máximo de los 
servomotores Dynamixel AX-12A. 
 
 El análisis cinemático directo e inverso de posición se realizará inicialmente 
utilizando la configuración que se observa en la Figura 24 (d) por facilidad 
en el análisis geométrico inicial. Posteriormente se continuará el análisis 
empleando la configuración que se observa en la Figura 24 (c).  
 
 El material y los parámetros inerciales de los elementos y eslabones que 
conforman el manipulador pueden observarse en la Tabla 7. 
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3.2 ANÁLISIS CINEMÁTICO DEL MANIPULADOR 
 
El análisis cinemático está referido al estudio del movimiento sin considerar las 
fuerzas que lo producen y su objetivo es determinar las posiciones, velocidades y 
aceleraciones como resultado de una serie de entradas de movimiento prescritas. 
 
Existen tres etapas que deben seguirse en el análisis cinemático del sistema 
mecánico. Estas son mostradas en la Figura 25. 
 
 
Figura 25. Procedimiento análisis cinemático 
 
En el análisis cinemático de posición las relaciones de desplazamiento son 
resueltas asumiendo que los grados de libertad seleccionados del sistema se 
encuentran especificados. Estas relaciones son en general, funciones no lineales 
en el sistema de coordenadas cartesiano y requieren de una solución mediante 
procedimientos numéricos iterativos.  
 
Las ecuaciones cinemáticas de velocidad y aceleración se obtienen mediante la 
diferenciación con respecto al tiempo de las ecuaciones de desplazamiento. Este 
procedimiento conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas de velocidades y 
aceleraciones. 
 
El control de posición del manipulador inicia con el análisis de posición inverso, el 
cual determina la posición angular de los actuadores o entradas de movimiento 
requeridas para alcanzar cada posición de interés en el plano coordenado. Sin 
embargo, las posiciones precisas no se alcanzan debidamente por razón de 
inexactitudes y errores en el posicionamiento inherentes a la naturaleza 
geométrica de los accionamientos. Como consecuencia, el manipulador 
inicialmente se encuentra en una posición desconocida, posición que puede ser 
hallada mediante el análisis cinemático directo de posición y mediante el cual se 
realizan las correcciones pertinentes de la trayectoria trazada por el controlador.  
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3.2.1 Análisis cinemático directo de posición del manipulador 
 
Dado un valor angular para las entradas de movimiento          se desea 
encontrar la posición         en el plano coordenado para el actuador final. Es 
decir                            
 
En la Figura 26 se presenta el diagrama esquemático del manipulador donde se 
caracterizan los valores angulares de entrada y la posición del par E. Inicialmente 
se analiza la cadena cinemática conformada por los eslabones 1 y 3 mediante un 
procedimiento geométrico con el cual se determina la posición del par E 
paramétricamente como una función de los valores angulares de entrada        . 
 
El análisis cinemático directo permitirá posteriormente estimar el valor de un punto 
        dentro del espacio de trabajo una vez establecidos los valores angulares 
de entrada en las entradas de movimiento A y B. 
 
Adicionalmente, este análisis permite realizar la corrección de posición en tiempo 
real una vez se ha enviado la orden al manipulador de alcanzar cierta posición 
mediante el análisis cinemático inverso. 
 
Figura 26. Diagrama esquemático del manipulador 
 
 
Para la cadena cinemática compuesta por los eslabones 1 y 3 se tiene que: 
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                 ⁄   (14) 
 
 
                                ⁄   (15) 
 
 
                 ⁄   (16) 
 
 
                                ⁄   (17) 
 
 
Siguiendo un procedimiento similar para la cadena cinemática compuesta por los 
eslabones 2 y 4 se tiene que: 
 
                 ⁄    (18) 
 
 
                                   ⁄   (19) 
 
                 ⁄   (20) 
 
 
                                   ⁄   (21) 
   
 
Igualando la ecuación (15) y (19); la ecuación (17) y (21) se tiene: 
 
 
                           ⁄    
 
 
                                ⁄   (22) 
 
 
                           ⁄    
 
 
                                ⁄   (23) 
   
 
Ahora, multiplicando la ecuación (22) por        , la ecuación (23) por         y 
restando la ecuación (23) de la ecuación (22) se halla la expresión que define la 
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posición del eslabón prismático 3 que se desplaza a lo largo del eslabón 1 en 
función de los valores angulares de entrada de los actuadores        : 
 
 
                                                        (24) 
   
 
Despejando           de la ecuación (24) se tiene: 
 
 
           
                                   
          
 (25) 
   
 
Igualmente, multiplicando la ecuación (22) por        , la ecuación (23) por 
        y restando la ecuación (23) de la ecuación (22) se halla la expresión que 
define la posición del eslabón prismático 4 que se desplaza a lo largo del eslabón 
2 en función de los valores angulares de entrada de los actuadores        : 
 
 
                                                        (26) 
   
 
Despejando           de la ecuación (26) se tiene: 
 
 
           
                                   
          
 (27) 
   
   
Finalmente, reemplazando la ecuación (25) en la ecuación (15) y la ecuación (17) 
se define la posición del par E de forma paramétrica en sus componentes      . 
 
    
 
 *
                                   
          
+                   ⁄   (28) 
 
 
    
 
 *
                                   
          
+                   ⁄   (29) 
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3.2.2 Análisis cinemático inverso de posición del manipulador  
 
Dada una posición         para el actuador final en el plano coordenado se 
determinan los valores angulares de entrada         en los pares A y B 
necesarios para alcanzar la posición de interés. Es decir                         
             
 
Multiplicando la ecuación (15) por        , la ecuación (17) por         y restando 
la ecuación (17) de la ecuación (15) se tiene: 
 
 
                        (30) 
 
 
Siendo         √           y reemplazando en la ecuación (30) se tiene: 
 
 
   √                        (31) 
 
Reorganizando, elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad de la 
ecuación (31) y agrupando se tiene: 
 
 
    
    
                          
          (32) 
 
donde: 
 
 
     
    
   
(33) 
 
        (34) 
 
        
   (35) 
 
 
De la ecuación cuadrática (32) se obtiene: 
 
       
  (
   √      
  
) (36) 
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Para todos los puntos         donde        . 
 
Multiplicando la ecuación (19) por        , la ecuación (21) por         y restando 
la ecuación (21) de la ecuación (19) se tiene: 
 
 
                                            (37) 
 
 
Reorganizando, elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad de la 
ecuación (37) y agrupando se tiene: 
 
   
        
                                                   (38) 
 
donde 
 
 
           
            
(39) 
 
              (40) 
 
                 (41) 
 
 
Resolviendo la ecuación cuadrática (38) se tiene: 
 
 
         
  (
    √         
   
) (42) 
 
 
Para todos los puntos         donde         
 
Si    , entonces: 
 
    
                   
          
         (43) 
 
 
    
                   
          
         (44) 
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        (45) 
 
 
      
                  (46) 
 
 
       
  (
 √    
  
) (47) 
 
         
  (
 √      
   
) (48) 
 
En la Figura 27 se muestra es diagrama esquemático del manipulador para la 
condición final de diseño    . 
 
Figura 27. Diagrama esquemático del manipulador     
 
 
De acuerdo con la geometría y diseño elegido se realiza la corrección de la 
posición del actuador final en relación al punto de agarre de los objetos a 
desplazar           ya que éste no se encuentra en la misma coordenada        
que el par E como se observa en la Figura 28. 
 
De la Figura 28 se tiene que: 
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                             ⁄   (49) 
 
 
                             ⁄   (50) 
 
 
Del diseño del manipulador se tiene: 
 
 
                
 
Figura 28. Ubicación del actuador final respecto al par E 
 
 
Dada una posición           para el actuador final en el plano coordenado se 
determinan los valores angulares de entrada        . 
Se calcula inicialmente el valor de    en                   empleando la 
ecuación (48).  
A continuación en la Figura 29 se muestra el esquema mediante el cual se realiza 
la modificación de las ecuaciones del análisis inverso de posición. 
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De la Figura 29 se tiene: 
        [
 
         
 ]          (51) 
 
Despejando de la ecuación  (49) y la ecuación (50) se tiene: 
 
                             ⁄   (52) 
 
                  ⁄              (53) 
 
Figura 29. Valores angulares de entrada para el par          dado un punto 
coordenado           
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Con el punto coordenado         hallado mediante la ecuación (52) y la ecuación 
(53) se calcula el valor de    empleando la ecuación (47). Las entradas de 
movimiento A y B estarán ubicadas en los puntos       y        respectivamente. 
Para aquellos puntos           donde       y        se tiene: 
 
         
  (
 √    
  
) (54) 
 
 
       
  (
 √      
   
) (55) 
 
3.2.3 Espacio de trabajo 
 
El espacio de trabajo del manipulador plano se considera como el área que puede 
ser alcanzada por el actuador final. Cualquier solución existente debe encontrarse 
dentro del espacio de trabajo. Sin embargo, el espacio de trabajo del manipulador 
se ve limitado por la propia geometría de los elementos y pares cinemáticos que 
forman parte del manipulador y los límites físicos de éstos como consecuencia de 
su materialización. De esta forma, es de fundamental importancia la obtención del 
espacio de trabajo del manipulador respecto al problema de posición inverso, 
puesto que dicho espacio es el conjunto de todos los puntos que pueden ser 
alcanzados por un punto del actuador final. 
 
Se definen diferentes tipos de espacio de trabajo del manipulador, (Salgado, 2008): 
 
a. Espacio de trabajo traslacional: Define todas las posibles posiciones que un 
punto P del actuador final puede alcanzar con una determinada orientación 
del mismo. 
b. Espacio de trabajo de orientación: Define todas las posibles orientaciones 
que puede alcanzar el actuador final del manipulador en una posición de un 
punto P determinada. 
c. Espacio de trabajo máximo alcanzable: Define todas las posiciones que un 
punto P puede alcanzar para al menos una única orientación del actuador 
final. 
d. Espacio de trabajo de orientación inclusivo: Define todas las posibles 
posiciones que el punto P puede alcanzar para al menos un valor dentro de 
un rango de orientaciones del actuador final dados. 
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e. Espacio de trabajo de orientación total: Define todas las posiciones que el 
punto P puede alcanzar para todos los valores dentro de un rango de 
orientaciones del actuador final dados. 
f. Espacio de trabajo diestro: Define todas las posiciones que el punto P 
puede alcanzar en las que es posible alcanzar cualquier valor de 
orientación de su elemento terminal. 
g. Espacio de trabajo de orientación total reducido: Define todo el conjunto de 
posiciones que el punto P podría alcanzar dentro de un rango de 
orientaciones dado, mientras que el resto de orientaciones podría tener un 
valor cualquiera. 
 
El manipulador de estudio se encuentra limitado al movimiento en el 1° y 2° 
cuadrante, por lo que se tiene inicialmente un barrido angular de 0°     180° de 
posibles puntos de llegada. Sin embargo, no todos los puntos que resultan de la 
unión de las semicircunferencias con centros en el par A y el par B de radio   [m] 
pueden ser  alcanzados por el manipulador debido a las limitaciones geométricas 
constitutivas del mismo. 
En la Figura 30 se muestra el área abarcada por los eslabones de entrada sin 
limitación de enlace. 
 
Figura 30. Área máxima sin limitación de enlace 
 
 
Teóricamente la distancia    entre las entradas de movimiento se encuentra 
dentro del intervalo         sin perder la conexión entre los eslabones 
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prismáticos en el par E. Sin embargo, dicha distancia es mucho menor si se desea 
un espacio de trabajo aceptable y un funcionamiento óptimo del mecanismo. 
Para establecer los límites del espacio de trabajo se estiman los ángulos de 
entrada         de empleando para ello un modelo simplificado del manipulador 
elaborado en SolidWorks. 
Para diferentes valores de    y teniendo como parámetro fijo la longitud de los 
eslabones de entrada         se calculan los puntos coordenados            
empleando las ecuaciones (49) y (50) obtenidas del análisis cinemático directo de 
posición del manipulador. De esta manera es posible trazar la curva límite que 
delimita el espacio de trabajo para cada valor discreto de   . 
 
Tabla 3. Datos curva límite espacio de trabajo     0,2 m 
                 [m]     [m] 
160,62 169,26 -0,269 0,0737 
146,17 160,76 -0,2532 0,1423 
132,20 151,79 -0,2253 0,2111 
118,47 141,91 -0,1828 0,281 
104,21 130,22 -0,1181 0,3529 
90,98 117,88 -0,0352 0,4126 
83,47 110,19 0,0221 0,4403 
79,44 105,85 0,0559 0,4526 
76,92 103,08 0,078 0,4589 
71,46 98,08 0,1211 0,4493 
67,35 94,18 0,1528 0,4394 
61,13 88,01 0,1996 0,4203 
50,38 76,48 0,2749 0,3758 
38,61 62,20 0,3474 0,3118 
28,94 48,87 0,397 0,2483 
19,54 34,32 0,4351 0,1787 
11,22 20,22 0,4589 0,1114 
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En la Tabla 3 se presentan los valores angulares y los puntos coordenados que 
definen la posición del actuador final para el 2° caso. 
 
Tabla 4. Datos curva límite espacio de trabajo     0,3 m 
                 [m]     [m] 
160,53 173,60 -0,1736 0,038 
146,44 168,48 -0,1681 0,0801 
132,22 162,39 -0,1571 0,1293 
118,54 155,14 -0,137 0,186 
104,20 145,35 -0,099 0,2575 
90,86 133,60 -0,0382 0,3334 
83,39 125,79 0,0103 0,3762 
75,74 116,88 0,072 0,4166 
70,16 109,84 0,1248 0,4414 
63,87 104,87 0,1718 0,4245 
56,53 98,67 0,224 0,3988 
47,47 90,21 0,2837 0,3584 
34,97 76,20 0,3555 0,2887 
25,26 62,13 0,4018 0,2245 
17,93 48,47 0,431 0,1705 
11,84 34,36 0,4512 0,1215 
6,80 20,64 0,4643 0,0779 
 
En la Tabla 4 se presentan los valores angulares y los puntos coordenados que 
definen la posición del actuador final para el 3° caso. 
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Tabla 5. Datos curva límite espacio de trabajo     0,4 m 
                 [m]     [m] 
125,10 173,24 -0,0706 0,0407 
109,05 167,86 -0,0672 0,0852 
102 164,28 -0,061 0,1142 
94,24 158,73 -0,0478 0,1582 
86,28 150,84 -0,0219 0,2182 
77,46 139,51 0,0292 0,2968 
70,62 129,23 0,0881 0,3582 
65,85 121,52 0,1391 0,3968 
63,10 116,90 0,1718 0,4166 
57,47 113,58 0,2107 0,3963 
50,24 109,05 0,2578 0,3658 
38,71 101,27 0,3238 0,3056 
28,95 93,54 0,3698 0,2457 
21,17 85,64 0,3997 0,1934 
15,69 77,95 0,4177 0,1546 
11,72 69,94 0,4299 0,1256 
6,76 53,21 0,4465 0,0872 
 
En la Tabla 5 se presentan los valores angulares y los puntos coordenados que 
definen la posición del actuador final para el 4° caso. 
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Tabla 6. Datos curva límite espacio de trabajo     0,5 m 
                 [m]     [m] 
25,10 176,42 0,0253 0,0147 
47,97 170,80 0,029 0,0611 
56,26 166,09 0,0356 0,0996 
62,11 153,21 0,0695 0,2006 
60,83 141,87 0,1173 0,2813 
59,24 135,68 0,1499 0,3209 
57,91 131,33 0,1753 0,3465 
56,52 127,17 0,2012 0,3692 
55,26 124,44 0,2205 0,381 
52,36 123,32 0,2394 0,3691 
47 121,56 0,2715 0,3433 
42,12 120,15 0,2984 0,3172 
38,25 119,19 0,3181 0,2949 
26,24 117,92 0,3679 0,2173 
18,61 119,90 0,3896 0,1619 
11,50 127,20 0,4014 0,1051 
3,58 154,90 0,4051 0,0279 
 
Finalmente en la Figura 31 se muestra un esquema comparativo de las áreas de 
trabajo para los diferentes casos. 
 
De la Figura 31 se establece que para una distancia       el espacio de trabajo 
del manipulador se reduce significativamente, por lo tanto       . 
Para hallar el valor numérico del espacio de trabajo se determina una expresión 
analítica de la curva límite de éste. Para ello se hallan las expresiones polinómicas 
      para 90°     180° y         para 0°     90° en el intervalo [  ,   ]. 
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Figura 31. Curvas límite espacio de trabajo para diferentes valores de    
 
El área de trabajo del manipulador     es igual al área bajo la curva de los 
polinomios de aproximación       y         y se define mediante la ecuación (56): 
 
     ∫      
  
  
   ∫          
  
  
 (56) 
 
donde   ,         son el límite inferior, el límite superior, el punto medio del 
intervalo y el caso de estudio respectivamente. 
Los polinomios       y         representados por las ecuaciones (57) a (64) se 
calculan mediante un ajuste de las curvas límite halladas que se muestran en la 
Figura 31. 
   
 Para el 1° caso     0,2 m se tiene que: 
 
       
 
                                                              
 
0
0,05
0,1
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0,2
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0,3
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y
 [
m
] 
x [m] 
xb=0.2 [m]
xb=0.3 [m]
xb=0.4 [m]
xb=0.5 [m]
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                              (57) 
 
 
       
 
                                                               
 
                                   (58) 
 
 
 Para el 2° caso     0,3 m se tiene: 
 
                
                                        (59) 
 
 
       
 
                                                        
 
                                                    (60) 
 
 
 Para el 3° caso     0,4 m se tiene que: 
 
       
 
                                               
 
                     (61) 
 
 
       
 
                                                       
 
                                          (62) 
 
 
 Para el 4° caso     0,5 m se tiene que: 
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              (63) 
 
       
 
                                                           
 
                                   (64) 
 
 
Reemplazando en la ecuación (56) se tienen los siguientes valores para el área de 
trabajo los cuales se consignan en la Tabla 6: 
 
 
Tabla 7. Área de trabajo 
Caso Distancia    [m] Área de trabajo [m
2] 
1 0,2 0,2543 
2 0,3 0,2058 
3 0,4 0,1549 
4 0,5 0,1047 
 
Se determina de acuerdo al análisis del espacio de trabajo la distancia    óptima. 
Se construye una matriz de decisión, la cual se muestra en la Tabla 7 que se 
presenta a continuación: 
  
Tabla 8. Matriz de decisión para la distancia    óptima. 
 Desempeño 
Área de 
trabajo óptima 
Movilidad Rango 
Factor de 
ponderación 
0,3 0,35 0,35 1 
    0.2 7 2,1 10 3,5 5 1,75 7,35 
    0.3 7 2,1 8 2,8 8 3,15 8,05 
    0.4 7 2,1 7 2,45 7 2,45 6,65 
    0.5 6 1,8 5 1,75 6 2,1 5,65 
 
De acuerdo al resultado arrojado por la Tabla 7 se tiene que la distancia    óptima 
es la distancia de 0,3 m… 
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3.2.4 Análisis cinemático de velocidades 
 
3.2.4.1 Formulación vectorial 
 
Conociendo los valores angulares de entrada         necesarios para generar un 
movimiento que posicione el par E en una coordenada         específica, se 
procede a determinar las expresiones que definen la velocidad del par E   ̇   ̇  , 
para valores de velocidad angular de entrada   ̇   ̇  .  
 
De la Figura 28, en la que se presenta el diagrama esquemático para la 
configuración del mecanismo seleccionado, se tienen las condiciones: 
 
 
                     
   
                              
 
 
Para la cadena cinemática compuesta por los eslabones 1 y 3 se tiene: 
 
  ̅    ̅   ̅     (65) 
 
  ̅    ̅   ̇    ̅      (66) 
 
  ̅    ̅    ̅      (67) 
 
  ̅    ̅   ̅   ̇     ̅     ̅      (68) 
   
 
Para la cadena cinemática compuesta por los eslabones 2 y 4 se tiene: 
 
  ̅    ̅   ̅     (69) 
 
  ̅    ̅   ̇     ̅      (70) 
 
  ̅    ̅    ̅      (71) 
 
  ̅    ̅   ̅   ̇     ̅     ̅      (72) 
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Las ecuaciones vectoriales que definen la velocidad relativa y la posición y de los 
eslabones 3 y 4 respecto al sistema coordenado móvil se representan por las 
ecuaciones (71) a (74) respectivamente: 
 
 
  ̅       ̇          ̅    (73) 
 
  ̅       ̇          ̅    (74) 
 
  ̅               ̅    (75) 
 
  ̅               ̅    (76) 
 
 
donde: 
 
  ̅                    (77) 
 
  ̅                    (78) 
 
 
La expresión vectorial de la velocidad del eslabón 3 se define como: 
 
 
 
 ̅                
 
(79) 
De la ecuación (68) se tiene: 
 
 
 
     ̇               ̇                 
 
(80) 
 
 
     ̇                   ̇               
 
(81) 
 
La expresión vectorial de la velocidad del eslabón 4 se define como: 
 
 
  ̅                (82) 
 
De la ecuación (72) se tiene: 
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                     ̇                 (83) 
 
 
                     ̇                (84) 
 
 
La velocidad absoluta del eslabón prismático 3   ̅   y su dirección están 
caracterizadas por las expresiones de la ecuación (81) respectivamente: 
 
 
   ̅   √                   
  (
   
   
)  (85) 
 
 
La velocidad absoluta para el eslabón prismático 4   ̅   y su dirección están 
caracterizadas por las expresiones de la ecuación (82) respectivamente: 
 
 
   ̅   √                           
  (
   
   
)  (86) 
 
Finalmente de la ecuación (85) y (86) se tiene que: 
 
 
   ̅     ̅     ̅    (87) 
 
 
A continuación, en la Figura 32 se muestra un diagrama esquemático de los 
vectores velocidad para el par E. 
  
La ecuación (87) expresa que la velocidad absoluta del eslabón 3 y el eslabón 4 
son iguales. Como el par rotacional E que une ambos eslabones pertenece a uno 
y otro eslabón simultáneamente, de igual manera la velocidad absoluta de éste es 
igual a la velocidad absoluta de los eslabones prismáticos. 
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Figura 32. Diagrama esquemático vectores de velocidad actuador final 
 
 
 
Para determinar completamente las componentes cartesianas de la velocidad del 
eslabón 3 y 4 se deriva respecto al tiempo las ecuaciones de posición de los 
eslabones prismáticos           y          .  
 
Referenciados al sistema de coordenadas virtual y móvil con centro en el par A y 
el par B respectivamente se obtienen las ecuaciones de velocidad relativa de los 
eslabones  ̇         y  ̇        . 
 
De acuerdo con lo anterior se tiene que: 
 
 
  ̇         
          
  
  ̇         
          
  
 (88) 
 
 
Hallando la diferencial total de las expresiones de la ecuación (84) se tiene: 
 
 
  ̇         
          
   
 ̇  
          
   
 ̇   (89) 
   
 
  ̇         
          
   
 ̇  
          
   
 ̇  (90) 
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Se calculan las derivadas parciales respecto a los valores angulares de entrada 
         de lo cual se obtienen las ecuaciones (87) a (90): 
 
 
          
   
 [
     
           
]              (91) 
 
          
   
 
                                               
           
 (92) 
 
          
   
 
                                              
           
 (93) 
 
 
          
   
 [
     
           
]              (94) 
 
donde: 
 
                    (95) 
 
                         (96) 
 
                         (97) 
 
                         (98) 
 
                        (99) 
 
3.2.5 Matriz Jacobiana 
 
La matriz Jacobiana de un manipulador es la representación matricial del mapeo 
de transformación de las velocidades de las juntas del manipulador en velocidades 
de un sistema coordenado cartesiano. Esta matriz es una transformación lineal 
dependiente de variables espacio-temporales. 
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Esta representación matricial permite caracterizar los vectores de velocidad de 
entrada de movimiento en los pares A y B así como las velocidades paramétricas 
de salida del par           como se representa en la ecuación (100): 
 
    ̇    ̇  (100) 
   
Se determina la distancia respecto a la posición final del actuador con relación al 
origen de coordenadas del sistema mecánico de las cadenas cinemáticas que lo 
componen, por tanto: 
 
           √        (101) 
 
 
           √                   (102) 
 
 
Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (101) y (102) se tiene: 
 
 
 
          
   
 ̇  
          
   
 ̇   ̇        ̇       (103) 
 
 
 
          
   
 ̇  
          
   
 ̇   ̇        ̇       (104) 
   
 
Reorganizando matricialmente las ecuaciones (103) y (104) se tiene: 
 
 
 
[
 
 
 
 
          
   
          
   
          
   
          
   ]
 
 
 
 
[
 ̇ 
 ̇ 
]  [
              
              
] [
 ̇ 
 ̇ 
] 
 
(105) 
 
donde: 
 
  ̇  [
 ̇ 
 ̇ 
] (106) 
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  ̇  [
 ̇ 
 ̇ 
] (107) 
 
 
   [
              
              
] (108) 
 
 
   
[
 
 
 
 
          
   
          
   
          
   
          
   ]
 
 
 
 
 (109) 
 
 
A continuación, se determina la expresión de la matriz Jacobiana directa del 
manipulador mediante la cual determinar las ecuaciones que caracterizan las 
velocidades paramétricas del par E. 
 
3.2.5.1 Matriz Jacobiana directa 
 
La matriz Jacobiana directa    del manipulador está definida por la ecuación (110): 
 
 
     
    (110) 
 
donde: 
 
     
 
      
     
     (111) 
 
 
Para hallar la matriz inversa de la matriz   se calcula inicialmente la matriz de 
cofactores       de   la cual se define mediante la ecuación (112): 
 
 
           
       (112) 
 
 
Donde    es el determinante de la matriz para cada posición    . Reemplazando 
en (110) la ecuación (111) se tiene: 
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(113) 
 
La matriz de cofactores           de la matriz   es igual a: 
 
 
          [
               
               
] (114) 
 
 
El determinante de la matriz   es igual a: 
 
 
                                      (115) 
 
 
Reemplazando en (111) se tiene que la matriz inversa     es igual a: 
 
 
 
    
 
      
[
               
               
] (116) 
 
 
Finalmente, la matriz Jacobiana directa    del manipulador se representa mediante 
la ecuación (117): 
 
 
    
 
      
[
               
               
]
[
 
 
 
 
          
   
          
   
          
   
          
   ]
 
 
 
 
 (117) 
 
 
A continuación, se determina la expresión de la matriz Jacobiana inversa del 
manipulador mediante la cual determinar las ecuaciones que caracterizan las 
velocidades angulares de entrada en el par A y el par B respectivamente. 
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3.2.5.2 Matriz Jacobiana inversa 
 
La matriz Jacobiana inversa    del manipulador está definida por la ecuación (118): 
 
 
     
    (118) 
 
donde: 
 
     
 
      
     
     (119) 
 
 
Reemplazando en (118) la matriz Jacobiana inversa    se calcula mediante la 
ecuación (120): 
 
 
   
 
      
        
   
 
(120) 
 
La matriz de cofactores           de la matriz   es igual a: 
 
 
          
[
 
 
 
 
          
   
 
          
   
 
          
   
          
   ]
 
 
 
 
 (121) 
 
 
El determinante de la matriz   es igual a: 
 
 
        
          
   
 
          
   
 
          
   
 
          
   
 (122) 
 
 
Reemplazando en (119) se tiene que la matriz inversa     es igual a: 
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[
 
 
 
 
          
   
 
          
   
 
          
   
          
   ]
 
 
 
 
 (123) 
 
 
Finalmente, la matriz Jacobiana inversa    del manipulador se representa mediante 
la ecuación (124): 
 
 
    
 
      
[
 
 
 
 
          
   
 
          
   
 
          
   
          
   ]
 
 
 
 
[
              
              
] (124) 
 
3.2.5.3 Velocidades paramétricas 
 
La ecuación (126) permite caracterizar las velocidades paramétricas de salida en 
el par   en función de las velocidades angulares de entrada al despejar de la 
ecuación (100) el vector  ̇. 
 
  ̇        ̇  (125) 
 
Reemplazando se tiene: 
 
 
 
[
 ̇ 
 ̇ 
]  
 
      
[
               
               
]
[
 
 
 
 
          
   
          
   
          
   
          
   ]
 
 
 
 
[
 ̇ 
 ̇ 
] (126) 
 
 
Las velocidades paramétricas en el par E se definen en función de las velocidades 
angulares de entrada mediante las ecuaciones (127) y (128): 
 
 
  ̇      ̇      ̇  (127) 
 
  ̇      ̇      ̇  (128) 
 
donde: 
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*       
          
   
        
          
   
+ (129) 
 
 
 
    
 
      
*       
          
   
        
          
   
+ (130) 
 
 
 
    
 
      
*        
          
   
        
          
   
+ (131) 
 
 
 
    
 
      
*        
          
   
        
          
   
+ (132) 
 
 
Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (49) y (50) se obtienen las 
ecuaciones paramétricas de velocidad para el actuador final como se representa 
en las ecuaciones (133) y (134): 
 
 
  ̇    ̇   ̇            ⁄               (133) 
 
 
  ̇    ̇   ̇                       ⁄    (134) 
 
 
3.2.5.4 Velocidades angulares de entrada 
 
La ecuación (136) permite caracterizar las velocidades angulares de entrada del 
manipulador en función de las velocidades paramétricas de salida en el par E al 
despejar de la ecuación (96) el vector  ̇: 
 
  ̇         ̇ (135) 
 
Reemplazando se tiene: 
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 [
 ̇ 
 ̇ 
]  
 
      
[
 
 
 
 
          
   
 
          
   
 
          
   
          
   ]
 
 
 
 
[
              
              
] [
 ̇ 
 ̇ 
] (136) 
 
 
Las velocidades angulares de entrada de movimiento se expresan en función de 
las velocidades del par E en el espacio cartesiano mediante las siguientes 
expresiones: 
 
 
  ̇      ̇      ̇  (137) 
 
  ̇      ̇      ̇  (138) 
 
 
donde: 
 
 
 
    
 
      
*       
          
   
        
          
   
+ (139) 
 
 
 
    
 
      
*       
          
   
        
          
   
+ (140) 
 
 
 
    
 
      
*        
          
   
        
          
   
+ (141) 
 
 
 
    
 
      
*        
          
   
         
          
   
+ (142) 
 
 
Las velocidades de los centros de gravedad    y    de los eslabones de entrada 1 
y 2 se obtienen a partir de las ecuaciones (143) y (144) de velocidad relativa: 
 
 
  ̅    ̅   ̅    (143) 
 
  ̅    ̅   ̅    (144) 
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Las direcciones de la velocidad de los centros de gravedad    y    de los 
eslabones de entrada se obtienen mediante la rotación a 90° de los vectores de 
posición  ̅         
  y  ̅         
   en el sentido de  ̇  y  ̇  
respectivamente. Del diseño del manipulador se tiene que:  
 
 
                  
 
 
Como  ̅   ̅    la velocidad delos centros de gravedad    y    se representan 
mediante las ecuaciones (145) y (146): 
 
 
  ̅    ̅    *   ⁄
+   ( ̇  [   ]        
 ) (145) 
 
 
  ̅    ̅    *   ⁄
+   ( ̇  [   ]        
 ) 
 
(146) 
 
Las matrices de rotación   
 ⁄
,          se representan por las ecuaciones (147), 
(148) y (149) respectivamente:     
 
 
   
 ⁄
 *
   
  
+ 
 
(147) 
 
 
    [
               
              
] 
 
(148) 
 
 
    [
               
              
] 
 
(149) 
 
La velocidad del centro de gravedad del eslabón 1 se calcula finalmente mediante 
la ecuación (150): 
 
 
 
 ̅   *
   
  
+   ( ̇  [
               
              
]        
 ) (150) 
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Desarrollando la ecuación (150) se tiene: 
 
 
 
 ̅   *
   
  
+  [
           
          
]  ̇  (151) 
 
 
 
 ̅   [
            
           
]  ̇  (152) 
 
 
La velocidad del centro de gravedad del eslabón 2 se calcula finalmente mediante 
la ecuación (153): 
 
 
 
 ̅   *
   
  
+   ( ̇  [
               
              
]        
 ) 
 
(153) 
 
Desarrollando la ecuación (153) se tiene: 
 
 
 
 ̅   *
   
  
+  [
           
          
]  ̇  (154) 
 
 
 
 ̅   [
            
           
]  ̇  (155) 
 
3.2.6 Análisis de singularidades 
 
En el análisis de sistemas mecánicos existen configuraciones indeseables en 
puntos específicos del espacio de trabajo en donde se presenta un cambio 
instantáneo en los grados de libertad del mecanismo. Ante una singularidad la 
movilidad del manipulador se reduce, eliminando el movimiento en una dirección 
en el plano o el espacio.  
 
Existen dos clases generales de singularidad: Singularidades de frontera y 
Singularidades internas. 
 
Las singularidades de frontera son aquellas que se presentan por la extensión 
completa de una junta en el momento en que debido a un requerimiento de 
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operación se pretende que el manipulador alcance una posición que se encuentra 
más allá del espacio de trabajo para el cual está diseñado. (Salgado, 2008) 
 
Las singularidades internas por otro lado son aquellas que son causadas 
generalmente por el alineamiento de ejes del manipulador dentro del espacio de 
trabajo. 
 
Dentro de estas dos categorías existen tres tipos de singularidades que dependen 
directamente de la configuración que el manipulador adopta durante el movimiento 
de sus partes móviles, estas son [5]: Singularidad inmóvil, Singularidad de 
incertidumbre y Singularidad de tercer tipo. 
 
3.2.6.1 Singularidad Inmóvil 
 
Se verifica la condición          . De la ecuación (115)          . Este tipo de 
singularidad se presenta cuando el manipulador adquiere una configuración en la 
que se alcanza un límite del espacio de trabajo o una frontera de subregiones 
internas del espacio de trabajo donde el número de grados de libertad no es el 
mismo. 
 
Para el manipulador de estudio se tiene que: 
 
 
                                         (156) 
 
 
Despejando de la ecuación (156) se tiene: 
 
 
             (157) 
 
 
La  ecuación (157) implica que los puntos singulares se alcanzan cuando       
para un valor de      lo que implica deshacer la condición de enlace entre los 
eslabones 3 y 4 mediante los cuales se establece la conexión entre las dos 
cadenas cinemáticas que componen el manipulador (ver Figura 33). 
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Figura 33. Configuración singular para la condición        
 
 
3.2.6.2 Singularidad de incertidumbre 
 
Se verifica la condición          . De la ecuación (122)          . Este tipo de 
singularidad se presenta cuando el manipulador adquiere una configuración dentro 
del espacio de trabajo en la cual surge un cambio súbito en el número de grados 
de libertad. Esta corresponde a configuraciones en las cuales las cadenas 
cinemáticas adquieren estados fuera de control aun cuando todos los pares se 
encuentran bloqueados. 
 
Para el manipulador de estudio se tiene que: 
 
 
        
          
   
 
          
   
 
          
   
 
          
   
   (158) 
 
 
Despejando de la ecuación (154) se tiene: 
 
 
 
          
   
 
          
   
 
          
   
 
          
   
 (159) 
 
 
Para la condición     ,        se tiene: 
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    (160) 
 
 
La ecuación (160) implica que el conjunto de puntos singulares se alcanzan 
cuando                 o        con un valor de excentricidad    . Para 
iguales valores angulares de entrada simultáneos en los actuadores se presenta la 
misma condición de rompimiento de enlace respecto a la singularidad inmóvil. 
Para para un valor de        o        el manipulador alcanza un conjunto de 
posibles puntos singulares dentro del área de trabajo. Sin embargo, aún bajo esta 
condición el manipulador al alcanzar dicho conjunto de puntos, no presenta 
cambio súbito en sus grados de libertad. 
 
En la Figura 33 se muestra un diagrama esquemático que representa el 
rompimiento de la condición de enlace entre las cadenas cinemáticas. De las 
ecuaciones que definen el modelo cinemático de posición del manipulador se 
establece que la condición        no puede presentarse. 
 
3.2.6.3 Singularidad de tercer tipo 
 
El tercer tipo de singularidad que puede presentarse es de una naturaleza 
ligeramente diferente a los primeros tipos de singularidad. Si ciertas condiciones 
de los parámetros de ligadura se satisfacen la cadena cinemática alcanza ciertas 
configuraciones en las que los dos tipos de singularidades se encuentran y la 
matriz Jacobiana alcanza un estado indeterminado. Esto corresponde a 
configuraciones en las que se presentan movimientos finitos aun cuando sus 
actuadores se encuentran bloqueados o cuando un movimiento finito en las 
entrada(s) de movimiento no produce movimiento en sus salidas. (Salgado, 2008) 
 
3.2.7 Análisis cinemático de aceleraciones 
 
De la caracterización de la velocidad del actuador final y las velocidades angulares 
de entrada mediante el análisis cinemático de velocidades, se determina el valor 
de la aceleración de los eslabones prismáticos 3 y 4 al diferenciar respecto al 
tiempo las ecuaciones (80), (81), (83) y (84). Posteriormente se determina la 
aceleración del  par E en sus componentes paramétricas mediante una 
formulación matricial que implica la aplicación dela matriz Jacobiana del 
manipulador. 
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3.2.7.1 Formulación vectorial 
 
La aceleración del eslabón 3 y 4 se expresa de forma vectorial como: 
 
 
 ̅                
 
(161) 
 
 
 ̅                
 
(162) 
 
Diferenciando para el eslabón prismático 3 las ecuaciones (80) y (81) con respecto 
al tiempo se tiene: 
 
     
 
  ̈                 
⏞              
 
  ̇ 
                 
⏞             
  
   ̇  ̇               
⏞              
   
 
 
 
  ̈               
⏞            
  
 
(163) 
 
     
 ̈                 
⏞              
 
  ̇ 
                 
⏞             
  
   ̇  ̇               
⏞              
   
 
 
  ̈               
⏞            
  
 
(164) 
 
 
Los términos             corresponden a la aceleración tangencial, radial, de 
Coriolis y relativa respectivamente. 
 
Diferenciando para el eslabón prismático 4 las ecuaciones (83) y (84) con respecto 
al tiempo se tiene: 
 
 
     
 
  ̈                   ̇ 
                    ̇  ̇                
 
   ̈                (165) 
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 ̈                   ̇ 
                    ̇  ̇                
   ̈                (166) 
 
 
Se deriva respecto al tiempo las ecuaciones de velocidad de los eslabones 
prismáticos  ̇         y  ̇         referenciados al sistema de coordenadas móvil 
con centro en el par A y el par B respectivamente para obtener las ecuaciones de 
aceleración relativa de los eslabones  ̈         y  ̈        . 
 
De lo anterior se tiene que: 
 
 
  ̈          
  ̇        
  
  ̈         
  ̇        
  
 (167) 
 
 
Aplicando la regla de la cadena se tiene: 
 
 
 ̈          
 
 
 
  
*
          
   
+  ̇  
          
   
 ̈  
 
  
*
          
   
+  ̇  
          
   
 ̈  (168) 
 
 
 
 ̈          
 
 
 
  
*
          
   
+  ̇  
          
   
 ̈  
 
  
*
          
   
+  ̇  
          
   
 ̈  (169) 
 
 
Hallando las diferenciales totales: 
 
 
  
  
*
          
   
+  
           
   
  ̇  
           
      
 ̇  (170) 
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*
          
   
+  
           
      
 ̇  
           
   
  ̇  (171) 
 
 
  
  
*
          
   
+  
           
   
  ̇  
           
      
 ̇  (172) 
 
 
  
  
*
          
   
+  
           
      
 ̇  
           
   
  ̇  (173) 
 
 
Desarrollando las derivadas parciales de las ecuaciones (170) a (173) para la 
condición      y     se tiene: 
 
 
           
   
   
 
              
             
         
           
 (174) 
 
 
           
      
  
 
 
 
          
             
      
        
             
          
           
 (175) 
 
 
           
      
  
 
 
 
          
             
      
        
             
          
           
 (176) 
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 (177) 
 
 
           
   
   
 
                                                   
           
 (178) 
 
 
           
      
  
 
 
 
               
             
                 
             
   
           
 (179) 
 
 
           
      
  
 
 
 
               
             
                 
             
   
           
 (180) 
 
 
           
   
   
 
 
 
             
             
         
           
 (181) 
 
 
La aceleración absoluta del eslabón prismático 3   ̅    y su dirección están 
caracterizadas por las expresiones de la ecuación (182): 
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   ̅   √                          
  (
   
   
) (182) 
 
 
La aceleración absoluta para el eslabón prismático 4   ̅   y su dirección están 
caracterizadas por las expresiones de la ecuación (183): 
 
 
   ̅   √                        
  (
   
   
) (183) 
 
Finalmente de la ecuación (182) y (183) se tiene que: 
 
 
   ̅     ̅     ̅    (184) 
 
La ecuación (184) expresa que la aceleración absoluta del eslabón 3 y el eslabón 
4 son iguales. Como el para rotacional E que une ambos eslabones pertenece a 
uno y otro simultáneamente, de igual manera la aceleración absoluta de éste es 
igual a la velocidad absoluta de los eslabones prismáticos. 
 
3.2.7.2 Formulación matricial 
 
Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (127) y (128) se tiene: 
 
 
  ̈  
    
  
 ̇      ̈  
    
  
 ̇      ̈  (185) 
 
 
  ̈  
    
  
 ̇      ̈  
    
  
 ̇      ̈  (186) 
 
 
Representando las ecuaciones (181) y (182) en forma matricial se tiene: 
 
 
 [
 ̈ 
 ̈ 
]  [
      
      
] [
 ̈ 
 ̈ 
]  [
    
  
    
  
    
  
    
  
] [
 ̇ 
 ̇ 
] (187) 
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donde: 
 
     
  
 
 [
 
      
]
  
    
 
      
    
  
 
(188) 
 
 
 
               (189) 
 
 
 
 [
 
      
]
  
 
                                 ̇   ̇  
       
 
(190) 
 
 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación (189) para los 4 términos 
            y     se tiene: 
 
 
 
    
  
  
 
         ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+  
 
 
  ,        ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+- (191) 
 
 
    
  
  
 
         ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+  
 
 
  ,        ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+- (192) 
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         ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+  
 
 
  ,       
 
  
*
          
   
+          ̇ 
          
   
- (193) 
 
 
    
  
  
 
         ̇ 
          
   
        
 
  
*
          
   
+  
 
 
  ,       
 
  
*
          
   
+          ̇ 
          
   
- (194) 
 
 
La aceleración absoluta del par E y su dirección están caracterizadas por las 
expresiones de la ecuación (195): 
 
 
   ̅   √ ̈ 
   ̈ 
               
  (
 ̈ 
 ̈ 
) (195) 
 
 
Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (133) y (134) se obtienen las 
componentes paramétricas de la aceleración del actuador final en el punto 
          las cuales están representadas por las ecuaciones (196) y (197). 
 
 
 ̈    ̈   ̈            ⁄                
 
  ̇ 
            ⁄               (196) 
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 ̈    ̈   ̈                       ⁄     
 
  ̇ 
                       ⁄    (197) 
 
 
La aceleración absoluta del actuador final y su dirección están caracterizadas por 
las expresiones de la ecuación (198). 
 
 
   ̅     √ ̈  
 
  ̈  
 
               
  (
 ̈  
 ̈  
) (198) 
 
 
Las aceleraciones de los centros de gravedad    y    de los eslabones de entrada 
1 y 2 se obtienen a partir de las ecuaciones (195) y (196) de velocidad relativa. 
 
 
  ̅    ̅   ̅    (199) 
 
  ̅    ̅   ̅    (200) 
 
Como  ̅   ̅    se tiene: 
 
 
  ̅    ̅     ̅    (201) 
 
 
  ̅    ̅     ̅    (202) 
 
 
donde   ̅   ,  ̅    y  ̅   ,  ̅    son las aceleraciones normales y tangenciales de 
los centros de gravedad de los eslabones 1 y 2 respectivamente. 
 
La aceleración del centro de gravedad del eslabón 1 se define finalmente 
mediante la ecuación (203). 
 
 
 
 ̅     ̇ 
      [
       
       
]  *  
 ⁄
+  (    [
       
       
])  ̈  (203) 
 
 
Desarrollando la ecuación (203) se tiene: 
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 ̅   *
  ̇ 
            
  ̇ 
           
+  *
   
  
+  [
           ̈ 
           ̈ 
] (204) 
 
 
 
 ̅   *
  ̇ 
            
  ̇ 
           
+  [
            ̈ 
           ̈ 
] (205) 
 
 
 
 ̅   *
  ̇ 
                       ̈ 
  ̇ 
                       ̈ 
+ (206) 
 
 
La aceleración del centro de gravedad del eslabón 2 se define finalmente 
mediante la ecuación (207): 
 
 
 
 ̅     ̇ 
      [
       
       
]  *  
 ⁄
+  (    [
       
       
])  ̈  (207) 
 
 
Desarrollando la ecuación (207) se tiene: 
 
 
 
 ̅   *
  ̇ 
            
  ̇ 
           
+  *
   
  
+  [
           ̈ 
           ̈ 
] (208) 
 
 
 
 ̅   *
  ̇ 
            
  ̇ 
           
+  [
            ̈ 
           ̈ 
] (209) 
 
 
 
 ̅   *
  ̇ 
                        ̈ 
  ̇ 
                       ̈ 
+ (210) 
 
 
Por el contrario, si se conoce la aceleración del actuador final en el par E en 
representación paramétrica ( ̈ ,  ̈ ) pueden hallarse las aceleraciones angulares 
de los eslabones de entrada ( ̈ , ̈ ). 
 
Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (137) y (138) se tiene: 
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Representando las ecuaciones (211) y (212) en forma matricial se tiene: 
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(216) 
 
 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación (215) para los 4 términos 
            y     se tiene: 
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4. ANÁLISIS DINÁMICO DEL MANIPULADOR 
 
La dinámica es el campo dedicado al estudio de las fuerzas requeridas para 
generar movimiento en un elemento o serie de elementos unidos o en contacto. La 
aceleración y posterior desaceleración de un manipulador desde una posición de 
reposo a otra posición especificada requiere de la aplicación de un conjunto de 
funciones relacionadas con los pares de torsión ejercidos sobre las articulaciones 
que permiten la unión física entre eslabones que componen las cadenas 
cinemáticas. 
 
Las funciones requeridas de par motor están sujetas a las características 
espaciales y temporales de la trayectoria trazada por el actuador final y de las 
propiedades de masa y fricción presentes en las juntas, así como el efecto general 
de la carga útil. 
 
Luego de realizarse la síntesis y el análisis cinemático para definir la configuración 
geométrica y los movimientos de los diferentes eslabones que conforman el 
manipulador, es necesario realizar el análisis cinetostático o de dinámica inversa 
para determinar el valor del conjunto de fuerzas y pares que sobre estos se 
ejercen, y por medio de estas soluciones controlar así las aceleraciones que se 
requieren en su funcionamiento. 
 
Las ecuaciones dinámicas del movimiento que se obtienen luego de realizado el 
análisis permiten calcular la aceleración como una función del momento torsor del 
actuador, permitiendo la simulación del movimiento del manipulador bajo la 
aplicación de pares de torsión específicos en el actuador. El procedimiento 
realizado para calcular tales funciones de movimiento se conoce como 
“Generación de trayectorias”. Con ésta, se pretende programar el movimiento de 
las juntas del manipulador de manera que el movimiento sea continuo en el tiempo 
y se produzca de una manera suave y controlada.  
 
4.1 ANÁLISIS ENERGÉTICO 
 
4.1.1 Masa y momento 
 
Es necesario para llevar a cabo el análisis dinámico del manipulador y así 
determinar el par motor requerido en las entradas de movimiento, conocer el valor 
de las masas y momentos de inercia centroidales de los eslabones que conforman 
el mecanismo. 
 
Se determina a continuación el momento de inercia respecto al eje   en los pares 
  y   donde se encuentran las entradas de movimiento  
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Del teorema de ejes paralelos se tiene: 
 
            
  (221) 
 
De la ecuación (217) se tiene: 
 
             
  (222) 
 
             
  (223) 
 
            
         (224) 
 
            
         (225) 
 
            
         (226) 
 
            
         (227) 
 
 
De la ecuación (224) a (227) se infiere que el momento de inercia de los 
eslabones y el actuador final respecto a los pares A y B varía para cada posición 
del par E en relación al cambio en el valor de la distancia. 
 
En la Tabla 7 se presentan los valores de masa y momento de los diferentes los 
diferentes partes que componen el manipulador. Seguidamente, en la Tabla 8 se 
presenta el valor de masa y momento de los eslabones que componen el 
mecanismo. 
 
Tabla 9.  Masa y momento de inercia eslabones del mecanismo 
Parte Material 
Masa 
[kg] 
Jo [kg.m
2] 
 
Eslabón prismático 3  
 
0,18358 7,85E-05 
Eslabón prismático 4  0,19358 8,32E-05 
Eslabón 1  0,0445 1,48E-03 
Eslabón 2  0,0445 1,48E-03 
Tope 0,0018 
 
Actuador final  0,1545 7,16E-05 
Eslabón inferior  0,34808 
 
 
Masa móvil (  ) 0,53646  
 
Masa total manipulador 10,92508 
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Tabla 10. Masa y momento de inercia elementos del mecanismo 
Parte Material 
Masa 
[kg] 
Jo [kg.m
2] 
  
Base bastidor 
Acero SAE AISI Hot 
Rolled 1010 
8,956 
 
Eslabón de entrada Aluminio 0,0427 
Plataforma I Acero ASTM A36 0,4254 
Plataforma II Acero ASTM A36 0,3162 
Refuerzo plataforma Acero ASTM A36 0,1573 
Soporte servo / Plataforma 
superior 
Acero SAE AISI 1020 
Cold Rolled 
0,0708 
Lámina conexión bracket 
/eslabón 
AISI 304 0,0328 
Servomotor Dynamixel AX-12A 
 
0,055 
Rodamiento lineal KH-1630 0,02 
Rodamiento de bolas 6900 ZZ 0,012 
Buje conexión par rotacional  Bronce 0,0048 2,61E-07 
Soporte brazo inmóvil actuador 
final 
Aluminio 0,008 
 
Brazo inmóvil actuador final Aluminio 0,0096 
Brazo móvil actuador final Aluminio 0,0054 
Eslabón prismático I Aluminio 0,0736 
Eslabón prismático II Aluminio 0,0836 
Bracket F2 Dynamixel AX-12 Plástico de ingeniería 0,0079 
Bracket F3 Dynamixel AX-12 Plástico de ingeniería 0,0035 
Tornillo M1.6 X 5 
 
0,00012 
Tornillo M3 x 25 0,0015 
Tornillo M3 X 12 0,00096 
Tornillo M3 x 6 0,00069 
Tornillo M4 X12 0,0019 
Tornillo M6 x12 0,0053 
Tuerca M1.6 0,00006 
Tuerca M3 0,0003 
Tuerca M4 0,0005 
Bracket-Bushing Plástico de ingeniería 0,0003 
Bracket-Washer Plástico de ingeniería 0,0001 
Lámina conexión par rotacional Aluminio 0,0015 
Lámina conexión actuador final 
/ eslabón prismático 3 
Aluminio 0,0016 
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4.1.2 Balance de energía y par motor 
 
La energía cinética del sistema corresponde a la energía que se manifiesta por 
acciones de rotación y traslación de sus elementos constitutivos mediante la 
siguiente expresión: 
 
 
   
 
 
         ̇ 
  
 
 
               ̇ 
  
 
 
   ̅  
  
 
 
   ̅  
  
 
 
 
 
 
  ( ̇ 
   ̇ 
 )  
 
 
            ̇ 
   ̇ 
   (228) 
 
La derivada de la energía cinética respecto al tiempo es igual a la sumatoria de 
potencias como se representa en la ecuación (229): 
 
    
  
 ∑  
 
   
           
 
(229) 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación (228) se obtiene: 
 
 
   
  
          ̈  ̇                 ̈  ̇     ̅   ̅      ̅   ̅    
 
            ̈  ̇   ̈  ̇   (230) 
 
 
Donde la masa móvil     y     es la masa que ha de ser desplazada por los 
servomotores ubicados en los pares A y B respectivamente (ver Tabla 8): 
 
 
              (231) 
 
 
El valor de la masa móvil superior     es igual al valor de la masa del eslabón 3 
  . El valor de la masa móvil inferior     es igual a la sumatoria de la masa del 
eslabón cuatro   , el actuador final    y el buje    que forma el par rotacional 
entre el eslabón 3 y 4. 
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La potencia consumida por el manipulador es igual a la potencia motriz 
suministrada por los servomotores y se encuentra caracterizada por la ecuación 
(232): 
 
 ∑  
 
   
    ̇     ̇  (232) 
 
 
Igualando la ecuación (230) y la ecuación (232) se tiene: 
 
 
   ̇     ̇   
 
         ̈  ̇                 ̈  ̇     ̅   ̅      ̅   ̅    
 
     ̈  ̇   ̈  ̇   (233) 
 
 
Reemplazando  ̇   ̇   ̅    ̅    ̅    ̅   en términos de  ̇ , ̇  en la ecuación (233) 
se tiene: 
 
   ̇     ̇   
 
             
   ̈  ̇                     
   ̈   ̇   
 
     ̈      ̇      ̇    ̈      ̇      ̇   (234) 
 
 
Reorganizando e igualando término a término para  ̇  y  ̇  en la ecuación (234) 
se tiene: 
 
            ̈         ̈      ̈   (235) 
 
 
                  ̈          ̈      ̈   (236) 
 
Siendo  ̇ ,  ̇      se tiene que  ̈   ̈   , por tanto: 
 
           ̈      ̈    (237) 
 
           ̈      ̈   (238) 
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5. ANÁLISIS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES 
 
5.1 CONSIDERACIONES  
 
El caso de estudio corresponde a la configuración geométrica que el manipulador 
adopta una vez que el actuador final alcanza una posición de interés bajo 
condiciones de operación específicas. 
 
El análisis se centra fundamentalmente en determinar el efecto de la aceleración 
de la gravedad, así como el efecto de las cargas sobre la masa móvil    que se 
desplaza sobre los eslabones 1 y 2. 
Se establecen las condiciones cinemáticas de operación de baja velocidad bajo 
las cuales llevar a cabo la simulación de cargas sobre el cuerpo estructural del 
manipulador. Se determina el valor numérico de las fuerzas ejercidas sobre el par 
E. 
Se establece como velocidad y aceleración angular de operación  ̇   ̇  
         y  ̈   ̈         
  respectivamente. Esta última como un cambio de 
velocidad angular de  ̇          en un delta de tiempo        
La masa móvil    conjunta que se desplaza sobre los eslabones de entrada  1 y 2 
es igual a (ver Tabla 8): 
    0.5365 kg  
 
Las fuerzas sobre el par           se calculan mediante la segunda ley de Newton: 
 
        ̈                 ̈   (239) 
 
En la Tabla 9 se registran los valores de aceleración y de fuerza definidas 
paramétricamente en el conjunto de puntos           para aquellos puntos de la 
curva límite       
 
   alcanzados por el actuador final bajo la condición de 
movimiento  ̇   ̇          y  ̈   ̈         
 . 
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Tabla 11. Fuerza en puntos críticos curva límite            ̇   ̇          y 
 ̈   ̈         
  
    [m]     [m]  ̈  [m/s
2]  ̈  [m/s
2]     [N]     [N]    [N] 
-0,1681 0,0801 5,0936 3,9505 2,7327 2,1194 3,4583 
-0,1571 0,1293 4,5912 1,4483 2,4632 0,7770 2,5828 
-0,137 0,186 4,0485 -0,2451 2,1720 -0,1315 2,1760 
-0,099 0,2575 3,2579 -1,7012 1,7478 -0,9127 1,9718 
-0,0382 0,3334 2,1611 -2,8336 1,1594 -1,1502 1,9119 
0,0103 0,3762 1,3461 -3,3243 0,7222 -1,7835 1,9241 
0,072 0,4166 0,3524 -3,6596 0,1891 -1,9634 1,9725 
0,1248 0,4414 -0,4700 -3,7588 -0,2521 -2,0166 2,0323 
0,1718 0,4245 -1,1634 -3,4980 -0,6242 -1,8767 1,9778 
0,224 0,3988 -1,9061 -3,0598 -1,0226 -1,6416 1,9340 
0,2837 0,3584 -2,7079 -2,3171 -1,4528 -1,2431 1,9121 
0,3555 0,2887 -3,5605 -0,8902 -1,9102 -0,4776 1,9690 
0,4018 0,2245 -3,9734 0,6828 -2,1317 0,3663 2,1630 
0,431 0,1705 -4,0922 2,4328 -2,1955 1,3052 2,5542 
0,4512 0,1215 -3,9802 4,9048 -2,1354 2,6314 3,3888 
 
En la Tabla 10 se registran los valores de aceleración y de fuerza definidas 
paramétricamente en el conjunto de puntos           para puntos aleatorios 
      
 
 
  dentro del área de trabajo alcanzados por el actuador final para la 
condición de movimiento  ̇   ̇          y  ̈   ̈         
 . 
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Tabla 12. Fuerza en puntos internos área de trabajo            ̇   ̇          y 
 ̈
 
  ̈
 
          
    [m]     [m]  ̈  [m/s
2]  ̈  [m/s
2]     [N]     [N]    [N] 
-0,1 0,1 3,5483 0,5116 1,9037 0,2745 1,9233 
-0,1 0,15 3,4276 -0,4057 1,8369 -0,2176 1,8517 
-0,1 0,2 3,3462 -1,0639 1,7952 -0,5708 1,8838 
0 0,05 1,6187 -1,9819 0,8684 -1,0633 1,3729 
0 0,1 1,6305 -1,7881 0,8747 -0,9593 1,2983 
0 0,2 1,5945 -2,1596 0,8555 -1,1586 1,4402 
0 0,25 1,5732 -2,4504 0,8440 -1,3147 1,5623 
0,1 0,05 -0,2387 -3,7621 -0,1281 -2,0184 2,0224 
0,1 0,1 -0,1004 -2,6503 -0,0539 -1,4219 1,4229 
0,1 0,2 -0,0336 -2,4765 -0,0180 -1,3286 1,3288 
0,1 0,3 -0,0357 -2,9108 -0,0192 -1,5616 1,5617 
0,1 0,4 -0,0712 -3,5248 -0,0382 -1,8911 1,8914 
0,2 0,2 -1,4939 -2,0107 -0,8015 -1,0787 1,3439 
0,2 0,25 -1,4938 -2,2462 -0,8014 -1,2051 1,4472 
0,2 0,3 -1,5082 -2,5368 -0,8091 -1,3610 1,5833 
0,3 0,1 -2,3565 -0,5623 -1,2643 -0,3017 1,2998 
0,3 0,2 -2,3905 -1,1244 -1,2825 -0,6033 1,4173 
0,3 0,25 -2,4249 -1,4559 -1,3010 -0,7811 1,5174 
0,3 0,3 -2,4631 -1,7982 -1,3215 -0,9647 1,6362 
0,4 0,1 -3,3358 3,7310 -1,7896 2,0017 2,6851 
0,4 0,15 -3,6666 2,0497 -1,9671 1,0997 2,2536 
0,4 0,2 -3,8737 1,0404 -2,0782 0,5582 2,1519 
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5.1.1 Parámetros de simulación 
 
De la Tabla 9 y la Tabla 10 se identifican los mayores valores de carga    
respecto al eje x y al eje y para un punto coordenado          . En la Tabla 11 se 
registran los valores de los parámetros geométricos y cinemáticos para las 
diferentes configuraciones del manipulador cuando el actuador final alcanza los 
puntos de estudio seleccionados. 
Se obtiene como punto de interés el primer punto de la Tabla 9, el cual que 
corresponde a la posición más extrema respecto a los pares A y B que adopta el 
manipulador en la región izquierda del área de trabajo (2° Cuadrante sistema 
coordenado). 
 
Tabla 13. Condiciones geométricas y cinemáticas para la configuración crítica. 
Punto de análisis 
Ángulo        146,44    168,48 
Posición relativa 
eslabones prismáticos [m] 
          0,1557           0,4420 
Posición par E [m]    -0,1331    0,0883 
Velocidad [m/s]  ̇  1,13  ̇  -1,13 
Aceleración [m/s2]  ̈  5,09  ̈  3,95 
Fuerza [N]     2,73     2,12 
 
A continuación se presentan los resultados gráficos de la simulación del modelo 
simplificado del manipulador en la configuración geométrica que adopta una vez 
que el punto crítico de estudio es alcanzado por el actuador final. El modelo es 
utilizado para llevar a cabo la simulación de esfuerzos y deformaciones en el 
software CAD SolidWorks con una carga aplicada sobre el par E que conecta los 
eslabones 3 y 4. 
 
5.1.2 Simulación 
 
Los mayores valores de esfuerzo a los que se encuentra sometido el manipulador 
para la configuración geométrica y las cargas de estudio sobre la unión entre los 
dos eslabones prismáticos en el par E se manifiestan en las cercanías del par A 
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donde se encuentra una de las dos entradas de movimiento del manipulador 
(Servomotor  ) . El esfuerzo máximo tiene un valor de 1,85 MPa (ver Figura 34) 
 
Figura 34. Esfuerzo de Von Mises 
 
Los esfuerzos principales máximos obtenidos para la configuración de estudio 
fueron 1,96 MPa, 0,72 MPa y 0,32 MPa como puede observarse en la Figura 35, 
en la Figura 36 y la Figura 37 respectivamente. 
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Figura 35. Primer esfuerzo principal 
 
 
Figura 36. Segundo esfuerzo principal 
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Figura 37. Tercer esfuerzo principal 
 
 
Figura 38. Desplazamiento total 
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La deformación total máxima obtenida para la configuración de estudio fue de 
4,57E-5, como puede observarse en la Figura 38. Las desviaciones máximas 
obtenidas para la configuración de estudio fueron 2,56E-5 m en el eje x, 1,29E-5 
m en el eje y, y 3,28E-6 m en el eje z como puede observarse en la Figura 39, en 
la Figura 40 y la Figura 41 respectivamente. 
 
Figura 39. Desplazamiento respecto al eje x 
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Figura 40. Desplazamiento respecto al eje y 
 
 
Figura 41. Desplazamiento respecto al eje z 
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A continuación, en la Tabla 12 se presentan los resultados de la simulación 
llevada a cabo. 
 
 
Tabla 14. Resultados de la simulación de esfuerzos y deformaciones para la 
configuración de estudio 
 Mínimo Máximo 
Esfuerzo Von Mises 
[MPa] 
0 1,85 
Primer esfuerzo principal 
[MPa] 
-1,29 1,96 
Segundo esfuerzo 
principal [MPa] 
-0,73 0,72 
Tercer esfuerzo principal 
[MPa] 
-1,88 0,32 
Desplazamiento [m] 1E-6 4,57E-5 
Desplazamiento x [m] -1,13E-6 2,56E-5 
Desplazamiento y [m] -6,73E-7 1,29E-5 
Desplazamiento z [m] -3,64E-5 3,28E-6 
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6. COSTOS 
 
A continuación, en la Tabla 15 se presentan los costos de los elementos 
adquiridos, necesarios para el montaje y operación del manipulador. 
 
Tabla 15. Costos elementos adquiridos 
Elemento Nombre Referencia Cantidad 
Valor 
unitario 
($) 
Valor 
total ($) 
1 Rodamiento 
lineal 
NTN KH1630 2 19.100 38.200 
2 Rodamiento 
rígido de 
bolas 
 
2  3.000 6.000 
3 Servomotor Dynamixel AX-
12A 
4 114.000 456.000 
4 Controlador USB2Dynamixel 1 112.000 112.000 
5 
Fuente 
regulada de 
voltaje 2 A 
MW122A 1 50.000 50.000 
7 
Tubo 
aluminio 
 1.3 m ----- 5.600 
8 Cautín  1 11.000 11.000 
9 
Pasta para 
soldar 
Estaño-flux 1 4.500 4.500 
10 Estaño  3 m 2.000 2.000 
11 
Lima 
metálica 
triangular 6 
MG 
 1 5.000 5.000 
12 
Lima 
metálica 
redonda 
bastarda 6 
MG 
 1 6.000 6.000 
13 Tornillería  --------- ------- 5.400 
14 Broca 1/4 in  1 4.300 4.300 
15 Broca 1/8 in  1 900 900 
16 Broca 7/64  1 900 900 
17 Broca 3/16  1 1800 1.800 
Total 709.600 
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En la Tabla 16 se presentan el número y el costo de las piezas fabricadas para la 
construcción, así como el costo total del manipulador. 
 
Tabla 16. Costos piezas fabricadas 
Pieza Nombre Cantidad 
Valor unitario 
($) 
Valor total ($) 
1 
Eslabón 
prismático 
4 21.000 84.000 
2 Plataforma I 1 15.000 15.000 
3 Plataforma II 1 15.000 15.000 
4 
Soporte 
superior 
servomotor  
2 7.000 14.000 
5 
Buje conexión 
par rotacional 
1 9.000 9.000 
6 
Lámina 
conexión 
bracket/ 
eslabón  
2 12.000 24.000 
7 
Refuerzo 
plataforma 
servomotor 
2 5.500 11.000 
8 Base bastidor 1 60.000 60.000 
9 
Soporte brazo 
estático 
actuador final 
1 5.000 5.000 
10 
Brazo estático 
actuador final 
1 5.000 5.000 
11 
Brazo móvil 
actuador final 
1 5.000 5.000 
Total 252.000 
Costo total del manipulador 956.600 
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7. PRUEBAS Y RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
7.1 DESCRIPCIÓN DE EXPERIENCIAS 
 
Se realizó el análisis de la cinemática inversa y directa siguiendo un procedimiento 
geométrico con el cual caracterizar la posición del par rotacional E que une las dos 
cadenas cinemáticas RPR y así determinar las ecuaciones de velocidad y 
aceleración mediante la diferenciación sucesiva respecto al tiempo de las 
ecuaciones de posición para dicho par. 
Posteriormente se realizó el análisis del espacio de trabajo del manipulador al 
determinar para diferentes distancias entre los pares de entrada las curvas que 
delimitan el espacio de trabajo. Utilizando un método gráfico y analítico que 
implicó la utilización del modelo cinemático inverso, un modelo simplificado del 
prototipo en SolidWorks, el ajuste de las curvas en MatLab y la integración de las 
mismas, se obtuvo como resultado un área de trabajo útil de 0.2058 m2  para una 
distancia entre los servomotores Dynamixel AX-12A de    
 0,3 m (ver Tabla 6). 
Adicionalmente se determinó el conjunto de puntos singulares dentro del espacio 
de trabajo utilizando las ecuaciones del mismo modelo cinemático. 
Con las ecuaciones obtenidas del análisis cinemático de posición, velocidad y  
aceleración así como del análisis dinámico que permitió establecer las ecuaciones 
que definen el par motor en ambas entradas de movimiento, se validó el modelo 
teórico del manipulador al comparar los resultados de las ecuaciones 
programadas en MatLab y los datos arrojados por la simulación del prototipo en 
Working Model. 
Se realizó el análisis de esfuerzos y deformaciones sobre el sistema para una 
condición de operación crítica y se determinó la carga sobre el par E como 
parámetro para llevar a cabo la simulación mediante elementos finitos en 
SolidWorks. Con este estudio se evaluó la influencia de la carga ejercida en el par 
E sobre la estructura del manipulador como resultado de las fuerzas inerciales 
inherentes al movimiento. 
Para la construcción del manipulador plano se inició con el diseño realizado en 
SolidWorks, se fabricaron las piezas en talleres de la ciudad según las 
especificaciones dadas por los planos y se realizó el montaje. En la Figura 85 (ver 
Anexo 12) se muestra el prototipo del manipulador construido. Los costos de los 
elementos adquiridos y de las piezas fabricadas se evidencian en la Tabla 13 y la 
Tabla 14 respectivamente. 
Luego de establecer las dimensiones de los eslabones y la configuración 
geométrica del manipulador, se elige como tarea específica el movimiento de 
objetos dentro del área de trabajo mediante un gripper con el cual sujetarlos, 
levantarlos y transportarlos (ver Anexo 10) 
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Con el propósito de realizar medición de los parámetros cinemáticos y dinámicos 
durante el funcionamiento del manipulador, se elige el seguimiento de una 
trayectoria empleando puntos discretos de la función               (
  
 
   )  
      (ver Figura 42). Para ello, se especifican las coordenadas       con las 
cuales, mediante las ecuaciones del modelo cinemático inverso se obtienen los 
ángulos en las entradas de movimiento         en el par A y B para posicionar el 
manipulador en los puntos de la trayectoria deseada. 
 
Figura 42. Trayectoria senoidal programada 
 
Se realiza la programación de la trayectoria empleando un enlace computacional 
entre el dispositivo de control de los servomotores Dynamixel AX-12A 
(USB2Dynamixel) y MatLab. Se calculan los valores de posición y velocidad 
angular mediante el modelamiento cinemático inverso y traducidos a lenguaje de 
máquina estos parámetros físicos se envían mediante las funciones de enlace y 
comunicación a los servomotores. Adicionalmente se leen los parámetros de 
posición, velocidad, tensión y temperatura para cada punto de la trayectoria, se 
traducen de lenguaje de máquina a un parámetro físico consistente y se trazan 
con respecto al tiempo en gráficos respecto al comportamiento teórico de las 
mismas variables. 
A continuación, en la Figura 43, Figura 44, Figura 45 y Figura 46 se presenta la 
variación angular, el comportamiento de la velocidad y la aceleración así como del 
par motor teórico con respecto al tiempo en las entradas de movimiento A y B 
respectivamente para el seguimiento de la trayectoria programada. 
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Figura 43.        
 
 
 
Figura 44.  ̇      
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Figura 45.   ̈      
 
 
Figura 46.          
 
De los parámetros de operación del servomotor Dynamixel AX-12A se tiene que el 
par motor máximo es de       15,3 kgf.cm   1,5 N.m a 12 V (ver Anexo 1). De la 
Figura 46 se tiene que los valores de par motor durante la ejecución de la 
trayectoria para las dos entradas se encuentran por debajo de dicho valor por lo 
cual, se verifica la capacidad motriz de los servomotores Dynamixel AX-12A para 
ejecutar sin problemas de sobrecarga la trayectoria programada. 
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En la Figura 47 y la Figura 48 se presenta la variación del voltaje   y la 
temperatura    interna respecto al tiempo en el par A (Dynamixel ID 3)  y el par B 
(Dynamixel ID 4) respectivamente durante el seguimiento de la trayectoria. 
 
Figura 47.        
 
 
Figura 48.          
 
De acuerdo al comportamiento observado en la Figura 47 y Figura 48 de la 
tensión y la temperatura interna respectivamente de los servomotores durante la 
ejecución de la trayectoria, se establece que estos operan bajo condiciones 
normales. 
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En la Figura 49 y la Figura 50 se presenta la variación angular teórica y de prueba 
        respecto al tiempo en el par A (Dynamixel ID 3)  y el par B (Dynamixel ID 
4) respectivamente. 
 
Figura 49.         
 
Figura 50.         
 
 
En la Figura 51 y la Figura 52 se presenta el comportamiento de la velocidad 
angular teórica y de prueba   ̇   ̇   respecto al tiempo en el par A (Dynamixel ID 
3)  y el par B (Dynamixel ID 4) respectivamente.  
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Figura 51.  ̇       
 
Figura 52.  ̇       
 
 
Se identifica un desfase entre el comportamiento real y el comportamiento teórico 
de la variación angular en la entrada de movimiento    ubicada en el par B al 
observar la Figura 50, debido posiblemente a la distorsión producida en el 
momento en que el cambio angular en las entradas de movimiento, siendo mínimo 
en un delta de tiempo pequeño para mover una distancia corta un cuerpo masivo; 
el cual en este caso lo conforma la masa de los eslabones prismáticos y del 
actuador final, impide que el servomotor ubicado en este par alcance las 
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condiciones cinemáticas necesarias para generar el cambio angular con exactitud 
sobre los puntos coordenados programados. 
Al observar la Figura 51 y 52 se observan desfases entre los valores de velocidad 
angular durante la prueba y los valores teóricos calculados. Posiblemente debido 
al hecho de que cada variación angular de las entradas de movimiento         
entre dos puntos coordenados programados de la trayectoria utiliza puntos 
inexactos de partida y llegada en cada iteración, se calculan velocidades inexactas 
para cada servomotor de manera independiente. 
Igualmente al observar la Figura 53 y la Figura 54 los desfases que se observan 
entre las curvas que representan el comportamiento teórico y de prueba de la 
aceleración angular en ambas entradas podrían estar igualmente relacionados con 
el hecho de que si no es posible alcanzar con precisión los puntos de la trayectoria 
programada, no se calcula la velocidad angular con exactitud, y por tanto no se 
obtienen valores precisos de este parámetro en ambas entradas ya que éste 
depende del cambio respecto al tiempo de la velocidad angular. 
En la Figura 53 y la Figura 54 se presenta el comportamiento de la aceleración 
angular teórica y de prueba   ̈   ̈    respecto al tiempo en el par A (Dynamixel ID 
3)  y el par B (Dynamixel ID 4) respectivamente. 
 
Figura 53.  ̈       
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Figura 54.  ̈       
 
 
En la Figura 55 y la Figura 56 se presenta el comportamiento de las velocidades 
paramétricas en el par E teóricas y de prueba   ̇   ̇   respecto al tiempo. 
 
Figura 55.  ̇       
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Figura 56.  ̇       
 
 
En la Figura 57 y la Figura 58 se presenta el comportamiento de la velocidad 
relativa teórica y de prueba  ̇           ̇          respecto al tiempo. 
 
Figura 57.  ̇               
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Figura 58.  ̇               
 
 
En la Figura 59 y la Figura 60 se presenta el comportamiento de las aceleraciones 
paramétricas en el par E teóricas y de prueba   ̈   ̈   respecto al tiempo. 
 
Figura 59.  ̈      
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Figura 60.  ̈      
 
 
En la Figura 61 y la Figura 62 se presenta el comportamiento de la aceleración 
relativa teórica y de prueba  ̈          ̈         respecto al tiempo. 
 
Figura 61.  ̈              
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Figura 62.  ̈                
 
En la Figura 63 y la Figura 64 se presenta el comportamiento del par motor teórico 
y de prueba         respecto al tiempo en el par A (Dynamixel ID 3) y el par B 
(Dynamixel ID 4) respectivamente. 
De la Figura 55 a la Figura 62 se observa que el comportamiento real de la 
velocidad y la aceleración del par E, así como la velocidad y la aceleración relativa 
de los eslabones prismáticos 3 y 4 siguen un comportamiento aproximado a la 
tendencia teórica durante el seguimiento de la trayectoria, y se aproximan a éstos 
generalmente con valores por debajo, lo que permitiría pensar en la posibilidad de 
los efectos de disipación de energía mecánica debidos a la fricción, como la 
principal razón por la cual éstos se presentan. 
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Figura 63.         
 
Figura 64.          
 
 
De la Figura 63 y la Figura 64 se observa que las diferencias entre el 
comportamiento real y el comportamiento teórico del par motor en las entradas de 
movimiento se debe posiblemente a la pérdida de energía por fricción. Además al 
inicio de la trayectoria se observa de la Figura 64, que para el servomotor ubicado 
en el par B el par motor real es mayor que el teórico, y a medida que el par E se 
acerca al para B su magnitud disminuye. Caso contrario al comportamiento del 
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servomotor ubicado en el par A de la Figura 63, en el que la magnitud del par 
motor aumenta a medida que el par E se aleja de él. 
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7.2 RESULTADOS GLOBALES  
7.2.1 Precisión y repetitividad 
 
El comportamiento real del manipulador se ajusta aproximadamente al 
comportamiento evaluado teóricamente cuando se programa el movimiento de un 
punto a otro seguidamente bajo iguales condiciones de operación sólo si la 
ubicación de los puntos de partida y llegada no se encuentran en extremos  
opuestos respecto al eje de las abscisas, ya que la fuerza centrífuga debida al 
movimiento de traslación de los eslabones prismáticos sobre los eslabones de 
entrada desde un punto que se encuentre en el extremo derecho a un punto 
extremo izquierdo o de un punto en el extremo izquierdo a un punto extremo 
derecho genera que el par E no se posicione con la precisión requerida en el 
punto de llegada programado. Por tanto, es necesario programar el movimiento 
del manipulador a puntos intermedios entre los puntos de partida y llagada con lo 
que pueda minimizarse el efecto de la fuerza centrífuga. 
La precisión del manipulador es superior cuando se programa el movimiento de un 
punto a otro y no bajo el seguimiento de una trayectoria de puntos discretos muy 
cercanos entre sí. Debido a las dimensiones y peso de los eslabones prismáticos 
el movimiento continuado sobre los puntos de la trayectoria no se ejecuta con la 
precisión deseada. 
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8. CONCLUSIONES 
 
 
Durante el desarrollo del presente trabajo se desarrollaron los siguientes objetivos: 
 
 Diseñar un manipulador plano de dos grados de libertad formado por la 
unión de dos cadenas cinemáticas tipo RPR con el propósito de realizar 
pruebas de movimiento y seguimiento de trayectoria. 
 
 Realizar el análisis de la cinemática inversa y directa del manipulador.  
 
 Realizar el análisis dinámico del manipulador con el cual estimar los valores 
de par motor necesarios en las entradas de movimiento para así generar el 
trazado de una trayectoria programada. 
 
 Construir el manipulador. 
 
 Implementar una estrategia de control a partir del análisis cinemático del 
manipulador mediante un enlace entre MatLab y el controlador de los 
servomotores Dynamixel AX-12A. 
 
 Comparar el comportamiento de los parámetros de movimiento del modelo 
teórico respecto a los datos obtenidos durante la ejecución de una 
trayectoria programada para valores discretos de posición, velocidad y par 
motor. 
 
Se evidencia que el análisis cinemático del manipulador surge de una descripción 
geométrica del par que une las dos cadenas cinemáticas para una posición y 
orientación arbitraria del mismo.  
 
De la solución del sistema de ecuaciones que surgen de este análisis cinemático 
se facilita el diseño computacional de la estructura del mecanismo y la 
determinación del espacio de trabajo. 
 
Se caracterizan las ecuaciones que permiten el control de posición del 
manipulador mediante la cinemática inversa y los requerimientos en las entradas 
de movimiento mediante el análisis dinámico.  
 
De las pruebas realizadas se puede concluir que la precisión del manipulador se 
ve afectada por la influencia de diversos parámetros como la fricción entre los 
eslabones prismáticos y los eslabones de entrada, las deformaciones de origen 
dinámico y los errores geométricos en la fabricación y montaje de las piezas 
respecto al modelo teórico. 
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La repetividad del manipulador es superior cuando este debe ir de un punto 
coordenado a otro dentro del espacio de trabajo con barrido angular de ambas 
entradas por encima de la resolución en grados de estos, respecto al seguimiento 
de una trayectoria programada donde el espaciamiento entre puntos discretos de 
la trayectoria generan un barrido angular muy cercano a dicho valor de resolución. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Facultad de Ingeniería Mecánica-UTP  David Andrés Serrato Tobón 
113 
 
9. RECOMENDACIONES 
 
Ampliar el conjunto de aplicaciones que podría tener el manipulador en diversos 
campos de la industria que requieran procesos de automatización con 
desplazamiento de objetos a través una trayectoria programada realizando la 
modificación del actuador final y ajustando su funcionamiento al requerimiento en 
forma, geometría y naturaleza de los objetos a transportar.  
Modificar el propósito tecnológico del manipulador  al cambiar el actuador final de 
una herramienta para sujetar y transportar objetos a una herramienta que permita 
un corte, la aplicación de una soldadura o el llenado de probetas. 
El aumento a un número de grados de libertad igual a 4 permitiría habilitar la 
posibilidad de mover la estructura en su totalidad en un eje vertical para alcanzar 
puntos en el espacio y una rotación que le permita un giro completo o cercano a 
360° con el cual se amplíe el espacio de trabajo y el rango de alcance del 
actuador final. Con este aumento podría crearse una celda de trabajo. 
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11. ANEXOS 
 
11.1 ESPECIFICACIONES SERVOMOTOR DYNAMIXEL AX-12A 
 
ANEXO A. 
 
Tabla 17. Especificaciones técnicas servomotor Dynamixel AX-12A 
Voltaje de operación 12 V 
Torque máximo (12 V 1.5 A) 15,3 kgf.cm  
Dimensión 32 x 50 x 40 mm 
Máxima velocidad sin carga (12 V) 59 rpm 
Peso 55 g 
Resolución 0.29° 
Radio de reducción 254:1 
Ángulo de operación 0°-300° 
Corriente máxima 900 mA 
Voltaje de operación 9-12 V (11,1 V recomendado) 
Temperatura de operación 5°C- 85° C 
Velocidad de comunicación  7343bps-1 Mbps 
Retorno Posición, temperatura, carga, voltaje 
Material Plástico de ingeniería 
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11.2 CÓDIGOS DE CONTROL DYNAMIXEL AX-12A 
 
ANEXO B. 
 
Tabla 18. Datos de programación Dynamixel AX-12A 
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11.3 PUNTOS DE CONEXIÓN SERVOMOTOR DYNAMIXEL AX-12A 
 
ANEXO C. 
 
Figura 65. Conexión servomotor Dynamixel AX-12A 
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11.4 POSICIÓN GLOBAL DYNAMIXEL AX-12A 
 
ANEXO D. 
 
Figura 66. Posición global Dynamixel AX-12A 
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11.5 DIMENSIONES SERVOMOTOR DYNAMIXEL AX-12A  
 
ANEXO E. 
 
Figura 67. Dimensiones servomotor Dynamixel AX-12A 
 
Nota: Las medidas se encuentran en [mm] 
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11.6 DIMENSIONES RODAMIENTO LINEAL KH-1630 
 
ANEXO F. 
 
Tabla 19. Características geométricas rodamiento lineal KH-1630 
         
              ⁄   
         
         [    ⁄ ] 
      [    ⁄ ]      [
  
   
⁄ ] 
16 24 30 0,020 
0,6299 0,9449 1,1811 0,044 
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11.7 DIMENSIONES RODAMIENTO RÍGIDO DE BOLAS 
 
ANEXO G. 
 
Tabla 20. Características geométricas rodamiento de bolas Ref: 6900 ZZ 
         
              
         
              
                    
22 10 6  0,012 
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11.8 PLANOS DE DISEÑO 
 
ANEXO H. 
 
Figura 68.  Soporte superior plataforma 
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Figura 69.  Plataforma I servomotor 
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Figura 70. Plataforma II servomotor 
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Figura 71. Base bastidor 
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Figura 72. Refuerzo plataforma 
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Figura 73. Lámina conexión Bracket/ Eslabón de entrada 
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Figura 74. Eslabón de entrada 
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Figura 75. Prismático I 
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Figura 76. Prismático II 
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Figura 77. Buje conexión par rotacional 
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Figura 78. Soporte brazo estático actuador final 
 
 
 
 
 
 
Facultad de Ingeniería Mecánica-UTP  David Andrés Serrato Tobón 
133 
 
Figura 79. Brazo estático actuador final 
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Figura 80. Brazo móvil actuador final 
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11.9 ACCESORIOS SERVOMOTOR DYNAMIXEL AX-12A 
 
ANEXO I. 
 
Figura 81.  Accesorios servomotor Dynamixel AX-12A 
 
 
 
a) Bracket F2 b) Bracket F3 
 
 
c) Bracket Bushing d) Bracket Washer 
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11.10 ACTUADOR FINAL 
 
ANEXO J. 
 
Figura 82. Actuador final 
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11.11 DIBUJO EN EXPLOSIÓN ACTUADOR FINAL 
 
ANEXO K. 
 
Figura 83. Dibujo en explosión actuador final 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Diseño, Construcción y Pruebas de Manipulador Plano de Dos Grados de Libertad Tipo RPR 
138 
 
11.12 MANIPULADOR  
 
ANEXO L. 
 
Figura 84. Manipulador 
 
 
 
 
 
 
 
